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PRATARMĖ 


Šiai knygelei skaityti ir suprasti nereikia 
kokių nors specialių žinių, nejeinančių į aštun- 
tos klasės programą. Dar daugiau: kai kurie 
mokiniams jau žinomi dalykai čia aiškinami iš 
naujo (pavyzdžiui, skaičiaus modulio sąvoka, 
paprasčiausi nelygybių sprendimo pavyzdžiai 
ir pan.). 

Vis dėlto ši knygelė parašyta ne lengvam pa- 
siskaitymui, o rimtam sistemingam mokymuisi. 
Todėl, norint ją suprasti, reikia atidžiai nagri- 
nėti tekstą ir spręsti uždavinius, kurių čia pa- 
teikta nemažai. Būtina išnagrinėti visus užda- 
vinius, pateiktus pačiame tekste (jie nenumeruo- 
ti), nes jų rezultatais remiamasi toliau. Svarbūs 
ir brėžiniai. Kai kuriuose iš jų yra teksto paaiš- 
kinimai, pavyzdžiai, pratimų atsakymai ir t. t. 

Kad būtų lengviau keliauti per šią knygelę, 
paraštėse pastatėme ,,„kelio ženklus“. Skaity- 
dami atkreipkite į juos dėmesį, 

Ženklu ,„Stovėjimo vieta“ pažymėtos tos 
žinios, be kurių nesuprasite toliau dėstomos 
medžiagos: tai apibrėžimai, formulės ir t. t. 

Prie tokio ženklo sustokite, perskaitykite 
tą vietą keletą kartų ir būtinai įsiminkite. 

Ženklu ,„Stati įkalnė“ pažymėta sunkesnė 
medžiaga. Jeigu ji atspausdinta smulkiu šriftu, 
tai, pirmą kartą skaitydami, tą vietą galite 
praleisti. 

Ypač atidūs būkite ties ženklu ,,„Vingiuotas 
kelias“. Dažnai juo pažymėta tokia vieta, kur 
iš pirmo žvilgsnio viskas atrodo lengva ir pa- 
prasta, bet, kaip reikiant neišnagrinėjus tos 
medžiagos, vėliau galima pridaryti rimtų klai- 
dų. 

Linkime sėkmingai mokytis! 


Leisdami šią knygelę ketvirtąjį kartą, ją. 
šiek tiek pataisėme ir papildėme. Dėkojame 
Neakivaizdinės matematikos mokyklos mo- 
kiniams ir dėstytojams už pagalbą, ruošiant šį 
leidimą. 


I. Gelfandas 
J. Glagoleva 
A. Kirilovas 


ĮVADAS 

Skaitydami laikraštyje pranešimą apie nau- 
jo palydovo paleidimą, atkreipkite dėmesį į 
žodžius: „Palydovas išėjo į orbitą, artimą ap- 
skaičiuotajai“. Pagalvokite: kaip galima ap- 
skaičiuoti, t. y. išreikšti skaičiais, palydovo 
orbitą — kažkokią kreivę? Juk tam reikia mo- 
kėti geometrines sąvokas „išversti“ į skaičių 
kalbą, o pirmiausia — mokėti skaičiais nusaky- 
ti taško padėtį erdvėje (plokštumoje, Žemės 
paviršiuje ir t. t.). 

Koordinačių metodas — tai būdas taško 
arba kūno padėčiai nusakyti skaičiais arba ki- 
tais simboliais. Skaičiai, kuriais nusakoma taš- 
ko padėtis, vadinami to taško koordinatėmis. 

Gerai žinomos geografinės koordinatės nu- 
sako taško padėtį paviršiuje (Žemės paviršiuje): 
kiekvieną Žemės paviršiaus tašką galime nu- 
rodyti dviem koordinatėmis, kurias vadiname 
platuma ir ilguma. 

Taško padėčiai erdvėje nurodyti jau reikia 
ne dviejų, bet trijų skaičių. Pavyzdžiui, norint 
nusakyti palydovo padėtį, galima nurodyti 
jo nuotolį nuo Žemės paviršiaus ir taško, virš 
kurio yra palydovas, platumą bei ilgumą. 

Jeigu yra žinoma palydovo trajektorija, 
t. y. kreivė, kuria jis juda, tai padėčiai nusakyti 
pakanka vieno skaičiaus, pavyzdžiui, atstumo 
nuo kurio nors trajektorijos taško*. 

Panašiai taikomas koordinačių metodas, 
nusakant kurio nors geležinkelio taško padėtį: 
nurodomas kilometrinio stulpo numeris. Tas 


* Kartais sakoma, kad linija turi vieną matmenį, 
paviršius — du matmenis, o erdvė — tris. Tuo nurodo- 
ma, kiek reikia koordinačių taško padėčiai linijoje, 
paviršiuje arba erdvėje nusakyti. 
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numeris ir yra geležinkelio taško koordinatė. 
Pavyzdžiui, stotelės pavadinimo ,,42-asis ki- 
lometras“ skaičius 42 yra arčiausiai prie jos 
esančio kilometrinio stulpo koordinatė. 

Savotiškos koordinatės naudojamos, žai- 
džiant šachmatais: figūros padėtis lentoje nu- 
sakoma raide ir skaičiumi. Vertikaliosios lan- 
gelių eilės žymimos raidėmis, horizontaliosios — 
skaičiais. Kiekvieną langelį atitinka raidė, nu- 
rodanti vertikaliąją eilę, kurioje yra tas langelis, 
ir skaičius, nurodantis horizontaliąją eilę. 
Pateiktajame paveikslėlyje baltasis pėstinin- 
kas stovi langelyje a2, o juodasis — langelyje 
c4. Vadinasi, a2 gaiima 'aikyti baltojo pėsti- 
ninko koordinatėmis, o c4 — juodojo pėsti- 
ninko koordinatėmis. 

Taikant šachmatams koordinates, galima 
jais žaisti susirašinėjant. Norint pranešti ėji- 
mą, nereikia piešti lentos ir figūrų išdėstymo. 
Pakanka, pavyzdžiui, parašyti: ,„Didmeistris 
žaidė e2—e4“, ir visiems aišku, kaip buvo pra- 
dėta partija. 

Naudojantis koordinatėmis, taikomomis ma- 
tematikoje, galima skaičiais nusakyti bet kurio 
erdvės, plokštumos ar linijos taško padėtį. 
Taip „„užšifruojamos“ skaičiais įvairios figūros. 
Vieną tokio šifravimo pavyzdį rasite 4.1 pra- 
time. 

Koordinačių metodas svarbus dar ir tuo, 
kad, juo naudojantis, galima pasitelkti šiaolai- 
kines skaičiavimo mašinas, sprendžianti gto- 
metrinius uždavinius, tiriant bet kokius geo- 
metrinius objektus ir jų sąryšius. 


I! SKYRIUS 
$ 1. Tiesės taško koordinatės 


Pažintį su koordinatėmis pradėsime nuo 
paties paprasčiausio atvejo — nuo taško pa- 
dėties tiesėje nusakymo. 


l. Skaičių ašis 


Taško padėtį tiesėje nusakome šiuo būdu: 
Tiesėje pasirenkame atskaitos pradžią (kokį 
nors tašką O), mastelio vienetą (atkarpą e) ir 
kryptį, kurią laikome teigiama (1 paveiksle ji 
nurodyta rodykle). 

Tiesė, kurioje nurodyta atskaitos pradžia, 
mastelio vienetas ir teigiamoji kryptis, vadi- 
nama skaičių ašimi. 

Apibūdinant skaičių ašies taško padėtį, 
užtenka pasakyti vieną skaičių, pavyzdžiui 5. 
Tai reiškia, kad taškas nuo atskaitos pradžios 
teigiamąja kryptimi yra nutolęs 5 vienetus. 
Jeigu pasakysime neigiamą skaičių, pavyz- 


džiui —2,5, tai atitinkamas taškas nuo atskai- 
tos pradžios neigiamąja kryptimi bus nutolęs 
2,5 vieneto. 

Skaičius, apibūdinantis taško padėtį skai- 
čių ašyje, vadinamas taško koordinate. 

Skaičių ašies taško koordinatės modulis 
lygus to taško atstumui nuo atskaitos pradžios, 
išreikštam pasirinkto mastelio vienetais; ko- 
ordinatė yra teigiamas skaičius, kai taškas yra 
į dešinę nuo atskaitos pradžios; priešingu at- 
veju koordinatė yra neigiamas skaičius. Atskai- 
tos pradžia dažnai vadinama koordinačių pra- 
džia. Atskaitos pradžios (taško O) koordinatė 
lygi nuliui. 

Vartojami žymėjimai M (-5), N (a) ir 
pan. Pirmasis iš jų reiškia tašką M, kurio koor- 
dinatė yra minus penki, antrasis — tašką N, 
kurio koordinatė a (2 pav.). Dažnai sakoma 
trumpai: ,,„taškas minus penki“, „taškas a“ 
it pan. 

Vadinasi, nustatėme skaičių ir tiesės taškų atitik- 
ti. Iš to išplaukia, kad kiekvieną tiesės tašką atitinka 
vienas skaičius — jo koordinatė, o kiekvieną skaičių 
(pagal tą pačią atitiktį) — vienas tiesės taškas; du skir- 
tingus taškus atitinka du skirtingi skaičiai. Tokia ati- 
tiktis matematikoje vadinama abipus vienareikšme. 

Iš pirmo žvilgsnio tai atrodo visiškai paprasta — 
įvesti abipus vienareikšmę tiesės taškų ir skaičių atitik- 
tį. Tačiau, kai matematikai susimąstė ties tuo klausimu, 
pasirodė, kad, norint išaiškinti to sakinio žodžių prasmę, 
reikia sukurti plačią ir sudėtingą teoriją. Pavyzdžiui, 
iš karto kyla du „paprasti“ klausimai, į kuriuos sunku 
atsakyti: kas yra skaičius ir ką reikia laikyti tašku? 

Tai yra vadinamųjų geometrijos pagrindų ir skaičių 
aksiomatikos klausimai. Vėliau kitose knygutėse tuos 
klausimus aptarsime šiek tiek smulkiau. 


Nors taško padėtį tiesėje apibūdiname la- 
bai paprastai, bet tai turime atidžiai išnagrinė- 
ti, kad priprastume skaitiniuose sąryšiuose 
įžvelgti geometrinius sąryšius ir atvirkščiai. 

Jeigu teisingai supratote šį skyrelį, tai leng- 
vai atliksite toliau pateikiamus pratimus. Jei 
tų pratimų negalite išspręsti, tai ką nors pra- 
leidote arba nesupratote. Tada grįžkite atgal ir 
dar kartą perskaitykite minėtą skyrelį. 


1.1. 1) Skaičių ašyje pažymėkite taškus A (— 2), 
B (1,3), K (0). 

2) Skaičių ašyje pažymėkite tašką M (2). Paskui 
toje pačioje skaičių ašyje pažymėkite du taškus A ir B, 
kurių atstumas nuo taško M lygus trims vienetams. 
Pasakykite taškų A ir B koordinates. 

3) Raskite atstumus tarp taškų 


A(5) ir B(3), 
M(-5) ir P(-3), 
A(5) ir P(-3), 
B(3) ir M(-5). 


1.2. 1) Žinome, kad taškas A(a) yra į dešinę* 
nuo taško B (b). Kuris skaičius didesnis: a ar b? 

2) Nežymėdami taškų skaičių tiesėje, pasakykite, 
kuris iš dviejų taškų yra labiau į dešinę: A(— 3) ar B(- 4), 
A(3) ar B(4), A(— 3) ar B (4), A(S) ar B(—4)? 

1.3. Kuris iš dviejų taškų yra labiau į dešinę: 
A (a) ar B(-a)? 

Atsakymas. Neaišku. Jeigu a — teigiamas skai- 
čius, tai A yra labiau į dešinę nuo taško B; jeigu a — 
neigiamas skaičius, tai B yra labiau į dešinę nuo taško 
A; jeigu a=0, tai taškai A ir B sutampa. 

1.4. Pagalvokite, kuris iš dviejų taškų yra labiau į 
dešinę: 1) M (9 ar N Q; 2) A(c) ar B(c4?2); 
3) A (x) ar B (x3); 4) A (x) ar B(x-a). 

Atsakymas. l) Jeigu x>0, tai 2x>x; taškas N 
yra į dešinę nuo taško M; jeigu x <0, tai 2x <x; taškas 
M yra į dešinę nuo taško N; jeigu x=0, tai taškai M 
ir N sutampa. 

1.5. 1) Taškas M (2) pastumtas ašimi į kairę 
(neigiamąja kryptimi) per du vienetus. Pasakykite nau- 
jąją taško M koordinatę. 

2) Taškas P (—5) pastumtas teigiamąja kryptimi 
per tris vienetus. Pasakykite taško P” koordinatę (3 pav.) 

1.6. Taškas A (a) pastumtas ašimi per 5 vienetų 
(4 pav.). Kokia taško A“ koordinatė? (Nepamirškite, 
kad skaičius b gali būti ir teigiamas, ir neigiamas!) Ras- 
kite atstumą nuo taško A iki taško A“. 

1.7. Skaičių ašyje pažymėkite taškus 4 (—5) ir 
B (7). Raskite atkarpos AB vidurio taško koordinatę. 

1.8. Skaičių ašyje pavaizduokite aibes, sudarytas 
iš visų taškų, tenkinančių nelygybės: 

1) x<2; 2) x>5; 3) 2<x<5; 

4) —-3<x<0; 5) —-5<x<-l: 

6) x—3 <5; 7) x*>4; 8) x?<l. 

Atsakymas. 5) žr. 5 paveikslą. 


* Čia ir toliau laikoma, kad ašis yra horizontali 
tiesė, o teigiamoji kryptis — tai kryptis iš kairės į de- 
šinę. 


2. Koordinačių metodas 
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2, Skaičiaus modulis* 


Žinodami taško koordinatę, galime lengvai 
rasti to taško atstumą nuo koordinačių pra- 
džios. Pavyzdžiui, taško A (1) atstumas nuo 
koordinačių pradžios lygus 1; taško M (-3) 
atstumas nuo koordinačių pradžios lygus 3 
(atstumas nuo taško O — koordinačių pra- 
džios — iki taško M, arba atkarpos OM il- 
gis, reiškiamas teigiamu skaičiumi). 

Atstumą nuo kokio nors taško A iki taš- 
ko B susitarta Žymėti graikų abėcėlės raide 
p („„ro“). Pavyzdžiui, ọ (A, B) — atstumas nuo 
taško 4 iki taško B, p (O, A) — atstumas nuo 
O iki A ir t. t. Galima rašyti (žr. 6 pav.) 
P (O, A)=I, e (O, M)=3. 


2.1. Raskite ọ (O, A), kai taško A koordinatė lygi 
7; p (O, B), kai taško B koordinatė lygi — 10; ə (O, C), 
kai taško C koordinatė lygi O. 


Uždavinys. Reikia rasti atstumą nuo taš- 
ko M(a)iki koordinačių pradžios (t. y. p (O, M), 
kai taško M koordinatė lygi a). 

Sprendimas. Jeigu a teigiamas skaičius, 
tai taško M(a) atstumas nuo koordinačių 
pradžios lygus a, t. y. to taško koordinatei. 

Jeigu a — neigiamas skaičius, tai taško 
M (a) atstumas nuo koordinačių pradžios ly- 
gus teigiamam skaičiui — a. 

Jeigu a=0, tai taško M atstumas nuo koor- 
dinačių pradžios lygus 0 (šiuo atveju taškas M 
sutampa su koordinačių pradžia O). 

Vadinasi, jeigu duotas taškas M (a), tai 


o(0, M)=a, kai a>0,; 
o(O, M)=-—a, kai a<0); 
(0, M)=0, kai a=0. 


= * Originale skaičiaus modulis vadinamas absoliu- 
tiniu didumu. — Vert. past. 


Tai užrašoma šitaip: 
a, kai a>0, 
e(0, M)=4 —a, kai a<0, 
0, kai a=0. 
Apibrėžimas. Skaičiaus 4 moduliu (ab- 


soliutiniu didumu) vadiname  neneigiamą 
skaičių, lygų 


a, kai a>0, 
—ą, kai a<0, 
0, kai a=0. 


Skaičiaus 4 modulis žymimas šitaip: + dise a) 
|a|; pavyzdžiui, |5| =5, |—7|=7, |0|=0 (7 pav.). 

Pateiktąjį apibrėžimą trumpiau galima už- 7 pav. 
rašyti šitaip: 


| 
a, kai a>0, | 
|a|=į —a, kai a<0, 

| 


0, kai a=0. 


Remdamiesi tuo apibrėžimu, galime trumpai 
užrašyti, kam lygus taško M (a) atstumas nuo 
koordinačių pradžios: 


o(0,M)= laj; 


čia a — taško M koordinatė. 
Suprantama, |—a]|= |a| (žr. 8 pav.). 


2.2. Kokias reikšmes gali įgyti reiškinys |x|/x? Mea 0 Mo 

n 2 ka | he- -a= ja) 

) |x|=x; 2) |x|>x; 3) |x|<x; 

4 Ix|<x; 5) la+b|=a+b: 

6) |a—6|= -- (a+b) 
ir ženkleliu „+“ pažymėkite tuos, kurie teisingi su Vi: | 5 | | 
somis juose parašytų raidžių reikšmėmis, ženkleliu  3KCtčiūys a modulis - 
„„— “ tuos, kurie neteisingi su visomis raidžių reikšmėmis, tai toško Mia) atstumas 
ir ženkleliu ,„,+“ tuos, kurie su vienomis raidžių reikš- nuo koordinačių pradžios 
mėmis yra teisingi, su kitomis — neteisingi. 

2.4. Kaip parašyti be modulio ženklo šiuos reiš- P pav. 
kinius: 

1) jaš|; 

2) Ja—b|, kai a mažesnis už b (a<b); 

3) la— b|, kai a didesnis už b (a> b); 

4) ]—-a|, kai a — neigiamas skaičius (a <0)? 


2 11 


12 


2.5. Skaičių ašyje nurodykite taškus M (x), tenki- 
nančius šiuos sąryšius: 


1) Ix|=2; 2) |xi>3; 3) |x|<5; 
4) 3< |x|<5; 5) |x|=0; 
6) |x|=—1; 7) |x*|=47 


Sprendimas. 2) Jeigu x — teigiamas skaičius, 
tai |x|=x; todėl x>3; kai x — neigiamas skaičius, 
Ix|= —x; todėl iš nelygybės |x|>3 gauname nelygybę 
—x>3, iš kurios išplaukia, kad x< —3. 

Atsakymas. 2) Visi taškai, esantys į kairę nuo 
taško —3, ir visi taškai, esantys į dešinę nuo taško 3 
(žr. 9 pav.). 

Pastaba. Šį rezultatą galima gauti greičiau, at- 
kreipus dėmesį į tai, kad |x|yra taško x atstumas nuo 
koordinačių pradžios. Tada aišku, kad nelygybę |x|>3 
tenkina koordinatės visų tų taškų, kurių atstumas nuo 
koordinačių pradžios yra didesnis kaip 3. Iš to paties 
9 paveikslo galima gauti ir analizinę (algebrinę) atsa- 
kymo išraišką: x< —3 ir x>3. 

2.6. Skaičių ašyje pažymėkite taškus, kurių koordi- 
natės tenkina šias lygtis: 

1) Ix—2|=x-2; 2) |x+1|=x-+1; 

3) |x+5|=—x—5; 4) |2——-x|=2—x; 

5) |2-x|=x-2; 6) |x+1į=|x— 1]. 

2.7. Kuris iš taškų A (x) ir A’ (x +a) yra labiau į 
dešinę ir koks atstumas tarp tų taškų? 

Atsakymas. Jeigu a>0, tai A“ yra į dešinę nuo 
taško A, o atstumas tarp jų lygus a; jeigu a<0Q, tai A 
yra į dešinę nuo taško A“, o atstumas tarp jų lygus —a; 
jeigu a=0, tai A’ sutampa su A, o atstumas tarp jų ly- 
gus 0. Vadinasi, visais atvejais atstumas tarp taškų 
A (x) ir A’ (x+a) lygus lal. 


Uždavinys. Išspręskite lygtį 
|x+1|+|x+2|=2. (1) 


Sprendimas. Reiškiniai |x+1] ir |x42| 
užrašomi priklausomai nuo to, kokį ženklą 
turi reiškiniai, parašyti po modulio ženklu 
(žr. p. 11 pateiktą apibrėžimą). Būtent, 


Ix-+-1|=x+1, kai x+170, t. y. x> -—l; 
x+1|=—x-l, kai x+1<0, t. y. x<-l; 
|x+-2|=x+2, kai x+2>0, t. y. x> -2; 
|x4+2|= —x-2, kai x+2<0, t. y. x<-2. 


Visų x reikšmių aibę suskirstysime į tris 
intervalus (10 pav.): 


D) x>—1; 2) -2<x<-1;3) x<-2. 


Kiekvieną iniervalą* išnagrinėsime atski- 
Tai. 
1) x> —1. Kai x įgyja šias reikšmes, 


x+1>0, o x+2>0. 


Vadinasi, |x+1|=x+1, o |x4+2|=x;4-2. 
Su tomis x reikšmėmis (1) lygtis pasidaro ši- 
tokia: 


x+l+x+2=2, arba 2x+3=2. 


Gautosios lygties šaknis — 1/2 tenkina nely- 
gybę x> —1, todėl šiame intervale (1) lygtis 
turi vieną šaknį. 

2) —2<x<-—1. Šiame intervale iš (1) lyg- 
ties gauname, kad 1=2 (patikrinkite!). Tai 
reiškia, kad nė vienas skaičius, esantis tarp 
—2 ir —1, netenkina (I) lygties, t. y. (1) lygtis 
intervale —2<x< —1 neturi nė vienos šaknies. 

3) x< —2. Šį atvejį ištirkite patys. 

Atsakymas. (1) lygtis turi dvi šaknis: 
—1/2 ir —5/2. 

Uždavinys. Išspręskite lygtį 


|x+1|+|x+2|=1. (2) 


Sprendimas. Skaičių ašį suskirstysime į 
tuos pačius tris intervalus: 


D x>—1; 2) -2<x<-1,3) x< —2. 


Pirmajame intervale (2) lygtį galime užra- 
šyti šitaip: 2x4+3=1 (paaiškinkite, kodėl). 
Tos lygties šaknis —1 tenkina sąlygą x> —1. 
Vadinasi, vienas pirmojo intervalo taškas ten- 
kina (2) lygtį, būtent, to intervalo galas. 


* Atkreipkite dėmesį, kad tų intervalų galai — 


tai tie taškai, kuriuose vienas iš reiškinių, parašytų po 


modulio ženklų, yra lygus nuliui. 


I<-2 *>-1 
— S 12 Ž 
-2-i 0 X 
10 pav. 


13 


x-10x+9 = 
=(x-9)(x-1) 


x-9)( 1-1) 


12 pav. 
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Antrajame intervale (—2<x< —!) turime 
x+1|=—x—1, |x+2|=x+2; todėl iš (2) 
lygties gauname 


-x—l+x+2=1, arba 1=1, 


t. y. (2) lygtis tenkinama tapatingai. Vadinasi, 
bet kuris skaičius iš intervalo —2<x<-l 
yra (2) lygties šaknis. (Patikrinkite tai, (2) lyg- 
tyje vietoj x įrašę kelis skaičius iš to intervalo, 
pavyzdžiui, skaičių —1,5 arba — 1,99). 

Trečiajame intervale (x<—2) (2) lygtis 
virsta šitokia: —2x—3=1, iš čia x= —2. Va- 
dinasi, trečiojo intervalo galas irgi yra (2) lyg- 
ties šaknis. 

Atsakymas, (2) lygtis turi be galo daug 
šaknų: visų šaknų aibė sudaro intervalą 
—2<x<—l! (II pav.), t. y. bet kuris skaičius, 
didesnis už —2 arba lygus —2 ir mažesnis už 
—1 arba lygus — |, tenkina (2) lygtį. 


2.8. Išspręskite šias lygtis: 
1) Ix+3|+ |x—-1)=5; 


3) x+3|+|x—1|=3; 

4) Ix+3|- |x- l|=9; 

5) x+3|-|x—l|=4; 

6) |x+3|- |x—1|=3; 

D |x*-10x4+9|= 12. 

Nurodymas. 7) Reikia išsiaiškinti (žr. 12 pav.), 
su kokiomis x reikšmėmis reiškinys x*- 10x4+9 yra 
teigiamas ir su kokiomis — neigiamas, po to skaičių 
ašį suskirstyti į intervalus ir kiekviename intervale 
išspręsti tą lygtį. Įsitikinsite, kad ir šiuo atveju intervalų 
galai yra taškai, kuriuose reiškinys, parašytas po modu- 
Ho ženklu, įgyja reikšmę, lygią nuliui. 


3. Atstumas tarp dviejų taškų 


Spręsdami pratimą 1.1, 3), jau skaičiavote 
atstumą tarp skaičių tiesės taškų pagal jų ko- 
ordinates. Išspręskite dar šiuos pratimus: 


3.1. Apskaičiuokite atstumą tarp šių taškų: 
D A(-!) ir B(3); 

2) P (100) ir O (132); 

3) M(-2) ir N (—87). 


Tie uždaviniai sprendžiami nesunkiai, nes, 
žinodami taškų koordinates, galime išaiškinti, 
kuris taškas yra dešinėje ir kuris kairėje, kokia 
jų padėtis koordinačių pradžios atžvilgiu ir 
t. t. Po to visiškai lengva apskaičiuoti atstumą 
tarp tų taškų. 

Išvesime bendrą formulę atstumui tarp dvie- 
jų skaičių ašies taškų apskaičiuoti. 

Uždavinys. Duoti du taškai A (x,) ir 
B (x). Reikia rasti atstumą p (A, B). 

Sprendimas. Kadangi taškų koordina- 
čių konkrečios reikšmės nežinomos, tai reikia 
ištirti visas galimas taškų A, B ir O (koordina- 
čių pradžios) tarpusavio padėtis. 

Pirmiausia išnagrinėsime 3 atvejus, kai taš- 
kas B yra į dešinę nuo taško A (13—15 pav.). 

Pirmuoju atveju (13 pav.) atstumas p (A, B) 
lygus taškų B ir A atstumų nuo koordinačių 
pradžios skirtumui. Kadangi šiuo atveju skai- 
čiai x, iť x, teigiami, tai 


p (4, B)=x;- A;. 


Antruoju atveju (14 pav.) atstumas p (A, B) 
lygus taškų B ir A atstumų nuo koordinačių 
pradžios sumai, t. y. kaip ir anksčiau, 


p (A, B) = Xa — Jį, 


nes šiuo atžvilgiu x,-— teigiamas skaičius, o 
x, — neigiamas. 


Įsitikinkite, kad trečiuoju atvejų (15 pav.) 
atstumas bus reiškiamas ta pačia formule. 

Kiti trys atvejai (taškas A į dešinę nuo taš- 
ko B) nuo išnagrinėtųjų skiriasi tuo, kad taškai 
A ir B pasikeičia vaidmenimis. Todėl pasikei- 
čia vaidmenimis ir jų koordinatės x, ir xə. Va- 
dinasi, dabar 


o (A, B) =x; — Ax. 
Taigi tais atvejais, kai x,>x,, atstumas 


o (A, B) lygus x,- x,, o tais atvejais, kai x, < xə, 
tas atstumas lygus x,—x,. Prisiminus skaičiaus 


Ax, 


EZ 


0 A(x) B(x, 


|Xai 
0(A,B)= p(0,B)- 6(0A1= 


= |x2]- |X,|= 
= Tz- X, 


aa 


| Tal 


| B (x2) 


Ọ(A,B)= Ẹ(0,B) + 9(0,4)- 


14 pav. 


= Ix, | + | XII 
æ T- x, 


e(A,B)= £(0,A)-e(0,B) = 
z |x,l -| Xj = 
= Ta - X, 


15 pav. 
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Aix) 
C(2) 


LU IUI 


Kokia taško C 
koordinatė ? 


L IE IST 


ib pov. 
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| 


B(x) 
xX 


modulio apibrėžimą, tą atstumą galima išreikš- 


| ti viena formule, tinkama visais šešiais atvejais: 
Pa 


u ba 


'ẹp(4, B)=| x= xl. (3) 
Tą formulę galima užrašyti ir šitaip: 
ə (4, B)=| x; —3;]. 


Tiksliau kalbant, dar reikia išnagrinėti 
atvejį, kai x„=x,, t. y. kai taškai Air B sutampa. 
Aišku, ir tokiu atveju ọ (4, B)=|x5—-3,). 

Kai vienas iš taškų Air B sutampa su tašku 
O, t. y. kai x, =0 arba x;=0, ta formulė tiesiog 
išplaukia iš modulio apibrėžimo. 

Vadinasi, suformuluotasis uždavinys vi- 
siškai išspręstas. 


Taško B koordinatę x, galima išreikšti dviejų skai- 
čių suma: xı +(xz—x:ı)=xə. Todėl, taškams A (x) 
ir B (x1+(41—x1)) pritaikę 2.7 pratimo rezultatą, iš 
karto gauname reikalingą formulę p (A, B)= |x;—x,]. 

3.2. Skaičių ašyje pažymėkite taškus, tenkinančius 
šiuos sąryšius: 

1) e(x, 7)<3; 2) |x—-2|>1; 3) |x4+3|=3. 

3.3. Raskite koordinates tų skaičių ašies taškų, 
kurių atstumas iki taško A (-—9) yra tris kartus mažes- 
nis už atstumą iki taško B (— 3). 

Nurodymas. Ieškomojo taško M koordinatę 
pažymėkite raide x. Tada atstumas nuo to taško iki 
taško A (—9) lygus |x—(—-9)!=|x4+9|, o atstumas iki 
taško B(—3) lygus |x4+>3|. Uždavinyje reikalaujama, 
kad būtų teisinga lygybė p (M, B)=32 (M, A), t. y. rei- 
kia spręsti lygtį Ix+3[=3|x+9|. 

3.4. 1) Raskite tašką, kuris atkarpą AB dalija pu- 
siau, kai atkarpos galų koordinatės lygios 45 ir 51. 

Atsakymas. Taškas AN (48) dalija atkarpą AB 
pusiau, t. y. taškas N (48) — atkarpos AB vidurys. 

2) Skaičių tiesėje duoti du taškai: A (x;) ir B (xə). 
Raskite tašką, kuris atkarpą AB dalija pusiau (t. y. ras- 
kite atkarpos AB vidurio koordinatę; 16 pav.). 


Naudojantis netgi tokia visai paprasta 
(3) formule — atstumo tarp dviejų skaičių 
ašies taškų formule — labai dažnai uždavi- 
niai išsprendžiami lengviau ir vaizdžiau. 


Grįžkime, pavyzdžiui, prie (1) ir (2) lygčių, 
kurias sprendėme 12 ir 13 puslapiuose: 


|x+1|+|x+2|-=2, (1) 
|x+1|+|x+2|=1. (2) 


Sprendžiant tas lygtis, kintamojo reikšmių 
aibę reikėjo skirstyti į kelis intervalus ir tą lyg- 
tį nagrinėti kiekviename intervale atskirai. 
Natūralu taip daryti tada, kai lygties kintama- 
sis yra po modulio ženklu. 

Pamėginsime tas lygtis interpretuoti geo- 
metriškai. 

Reiškinį |x+1|, parašytą kairėje tų lygčių 
pusėje, galima laikyti ieškomojo taško AN (x) 
atstumu nuo taško A (— 1), o reiškinį |x+2| — 
atstumu tarp taškų N (x) ir B (—2). Iš (I) lyg- 
ties matyti, kad reikia rasti tašką A (x), kurio 
atstumų nuo taškų Æ (— 1) ir B(—2) suma ly- 
gi 2. Iš (2) lygties matyti, kad ieškomasis taškas 
yra N (x), kurio atstumų nuo taškų A (— 1) ir 
B (-2) suma lygi 1. 

Iš 17 paveikslo lengva suvokti, kad visi 
atkarpos AB taškai tenkina (2) lygtį, nes bet 
kurio tos atkarpos taško atstumų nuo atkarpos 
galų suma lygi tos atkarpos ilgiui. Taip pat 
aišku, kad šalia tos atkarpos nėra nė vieno taš- 
ko, tenkinančio (2) lygtį. Užtenka tik užrašyti 
tą rezultatą: (2) lygties sprendiniai yra visi 
skaičiai, tenkinantys nelygybės —1<x<-2. 

Taip pat lengva suprasti, kad (1) lygtis turi 
du sprendinius (dvi šaknis), esančias šalia at- 
karpos AB ir simetriškas tos atkarpos atžvil- 
giu (18 pav.); todėl, sprendžiant tą lygtį, bepras- 
miška tirti atvejį — l <x < —2. 


3.5. Kokiuose skaičių ašies intervaluose reikia ieš- 
koti lygties |x—1|+|x|=2 sprendinių, lygties |x|- 
—|x+3|=1 sprendinių? 

3.6. Geometriškai įrodykite, kad lygtis |x+1|+ 
+|x—1|=1 neturi sprendinių. 

3.7. Išspręskite nelygybės: 


D |x+1|+[x+2|>2; 2) [x+1|+|x+2|<!. 
Nurodymas. Naudokitės (1) ir (2) lygčių sprendi- 
mo rezultatais. 


3. Koordinačių metodas 


E 


B(-2) À t-i) 
1/ pav. 
Bt2) Al-t; 


P(A,M)+e(B,M)= | 


=7(A.M2)+ i 
B | 
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3.8. 1) Kokios turi būti parametro a reikšmės, 
kad lygtis 
|x+3|+|x—-1|=a 
neturėtų sprendinių, turėtų vieną sprendinį, du spren- 
dinius, be galo daug sprendinių? 
2) Kokios turi būti parametro b reikšmės, kad 


lygtis 
|x+3|-|x-1|=6 
neturėtų sprendinių, turėtų vieną sprendinį, du spren- 
dinius, be galo daug sprendinių? 
3.9. Išspreskite lygtį 
|a-x|=|b-x|. 


3.10. Įrodykite, kad taškai A (x) ir B (a—x) yra 
simetriški vienas kitam taško C (a/2) atžvilgiu. 


$ 2. Plokštumos taško 
koordinatės 


4. Koordinačių plokštuma 


Plokštumos taško koordinatėms nusakyti 
nubrėšime toje plokštumoje dvi viena kitai 
statmenas skaičių ašis. Jų susikirtimo taškas 
laikomas abiejų skaičių ašių Ox ir Oy atskaitos 
pradžia. Tas taškas vadinamas koordinačių 
pradžia ir žymimas raide O. 

Ašių kryptys dažniausiai taip parenkamos, 
kad teigiamoji pusašė Ox, pasukus ją 90“ 
kampu prieš laikrodžio rodyklę, sutaptų su 
teigiamąja pusaše Oy (19 pav.). Mastelio vie- 
netai ašyse dažniausiai imami vienodi. Viena 
ašis vadinama abscisių ašimi, arba x ašimi 
(arba ašimi Ox), o kita — ordinačių ašimi, 
arba y ašimi (arba ašimi Oy). 

Pasirinkime bet kurį plokštumos tašką M 
ir per jį nubrėžkime tiesę, statmeną ašiai Ox, 
ir tiesę, statmeną ašiai Oy (20 pav.). Tų tiesių 
susikirtimo su ašimis taškai M, ir M, vadinami 
taško M projekcijomis koordinačių ašyse. 

Taškas M, priklauso skaičių ašiai Ox, to- 
dėl jį atitinka skaičius x — tos ašies taško M, 
koordinatė. Panašiai tašką M, atitinka skai- 
čius y — ašies Oy taško M, koordinatė. 


Vadinasi, kiekvienam plokštumos taškui 
M priskiriama sutvarkyta skaičių x ir y pora*; 
tie skaičiai vadinami taško M ortogonaliosio- 
mis Dekarto koordinatėmis. Skaičius x vadi- 
namas taško M abscise, o skaičius y — jo 
ordinate. 

Atvirkščiai, kiekvienai sutvarkytai skaičių 
x ir y porai galima priskirti plokštumos tašką, 
kurio abscisė lygi x, o ordinatė lygi y. 


Šitaip nustatėme abipus vienareikšmę atitiktį** 
tarp plokštumos taškų ir skaičių x ir y sutvarkytų porų. 


Taško M koordinatės dažniausiai užrašo- 
mos šitaip: M (x; y). Pirmoje vietoje rašoma 
abscisė, antroje — ordinatė. Kartais vietoj 
„taškas su koordinatėmis (3; —8)“ sakoma 
„taškas (3; —8)“. 

Koordinačių ašys dalija plokštumą į keturis 
ketvirčius (kvadrantus). Pirmuoju ketvirčiu 
laikomas ketvirtis tarp teigiamosios pusašės 
Ox ir teigiamosios pusašės Oy. Toliau ketvir- 
čiai numeruojami iš eilės prieš laikrodžio ro- 
dyklę (21 pav.). 

Dabar išspręskite keletą pratimų. Iš pradžių 
pateikiame visiškai paprastus. 


4.1. Koks žodis čia užšifruotas: (7: 2), (l; D, 
(—2; 0), (3; — 1), (6; 0), (7; — I), (3; 2), (1; —2), (-1; 
—1), ©; —2), (2; 2, (—2; 2, ©; 1) (l; —-I), 
(6; 2), (—3; 2), (—3; —2), (7; —2), G: I), (3; —2), 
(—3;5 I), (1; 2), G; 2), (6; —2), (1; 0), (—1; —2), (2; 


* Sutvarkyta skaičių pora — du skaičiai, kai Ži- 
noma, kuris iš jų pirmasis ir kuris antrasis; pavyzdžiui, 
iš dviejų skaičių 2 ir 5 galima sudaryti dvi sutvarkytas 
poras: (2: 5) ir (5; 2). 

** Abipus vienareikšmė atitiktis tarp plokštumos 
taškų ir skaičių porų — tai atitiktis, kuria kiekvienam 
taškui priskiriama viena skaičių pora, o kiekvienai skai- 
čių porai — vienas taškas (plg. p. 8). 
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— Ad 


| 


21 pav. 


m 


19 


22 pav. 


D (x; A 


A(ū;0) 
8 (1y) 


23 pav. 


Pastaba 
Šiame brėžinyje nurodytu 
lik viena galima taškų 
B irD 
padėtis. 
gös turite arba išnagrinėti 
visas galimas taškų 
Bir D padėtis, 
arba pateikti sprendinį, 
tinkanti visiems atvejams! 
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4.2. Nepažymėję taško A(l; —3), pasakykite, 
kuriame ketvirtyje jis yra. 

4.3. Kuriuose ketvirčiuose gali būti taškas, kurio 
abscisė teigiama? 

4.4. Kokio ženklo yra taško koordinatės, kai 
tas taškas yra antrajame ketvirtyje, trečiajame ketvir- 
tyje, ketvirtajame ketvirtyje? 

4.5. Ašyje Ox pasirinktas taškas, kurio koordina- 
tė lygi —5. Kokios to taško koordinatės plokštumoje? 

Atsakymas. Abscisė lygi —5, o ordinatė — nu- 
liui. 

4.6. Taškai A (3; 2) ir B (a; — I) yra tiesėje, lygia- 
grečioje ašiai Oy. Raskite a. 

4.7. Taškas M yra vidurys atkarpos, jungiančios 
koordinačių pradžią O su tašku 4(—5; 2). Raskite 
tašką M ( t.y. sužinokite jo koordinates). 

4.8. Taškai 4 (xı; xı) ir B (x2; ya) yra tiesėje, ly- 
giagrečioje ašiai Ox. Kaip susijusios tų taškų koordina- 
tės"? 

4.9. Kuris taškas yra toliau nuo ašies Ox : A (2; — 5) 
ar B(3; 4)? Kuris iš tų taškų yra labiau nutolęs nuo 
ašies Oy? 

Štai ir truputį sudėtingesni uždaviniai. 

4.10. Pažymėkite taškus 4(4; 1), B(3; 5), C(— 1; 4) 
ir D (0; 0). Jeigu teisingai pažymėjote, tai gavote kvad- 
rato viršūnės. Koks to kvadrato kraštinės ilgis? Apskai- 
čiuokite jo plotą*. Raskite to kvadrato kraštinių vidu- 
rio taškus. Sugalvokite dar keturis taškus (nurodykite 
jų koordinates), kurie galėtų būti kvadrato viršūnės. 

4.11. Nubraižykite taisyklingąjį šešiakampį 
ABCDEF (22 pav.) Tašką A laikykite koordinačių 
pradžia, abscisių ašį nukreipkite iš taško A į tašką B, 
o mastelio vienetu laikykite atkarpą AB. Raskite 
visų to šešiakampio viršūnių koordinates. 

4.12. Plokštumoje duoti taškai 4 (0; 0), B (xı; xı) 
ir D (x; y2) (23 pav.). Kokios turi būti taško C koordi- 
matės, kad keturkampis ABCD būtų lygiagretainis? 

Gautąjį atsakymą pagrįskite. 

4.13. 1) Įrodykite, kad taškai A (a; b) ir B (—a; b) 
yra simetriški ašies Oy atžvilgiu. (Nepamirškite, kad 
a ir b — nebūtinai teigiami skaičiai.) 

2) Kokias koordinates turi taškas N, simetriškas 
taškui M (a; b) ašies Ox atžvilgiu? Koordinačių pradžios 
atžvilgiu? (Patikrinkite, ar atsakymas tinka bet kokiai 
taško M padėčiai koordinačių ašių atžvilgiu.) 


* Ploto matavimo vienetu laikome plotą kvadrato, 
kurio kraštinės ilgis lygus vienam ašių mastelio vienetui. 


5. Koordinačių sąryšiai 


Kai žinomos abi taško koordinatės, jo pa- 
dėtis plokštumoje yra visiškai apibrėžta. O ką 
galima pasakyti apie taško padėtį, kai Žinoma 
tik viena jo koordinatė? Pavyzdžiui, kur yra 
visi taškai, kurių abscisės lygios 3? Kur yra 
visi taškai, kurių viena koordinatė (neaišku 
kuri) lygi 37 

Pasakydami vieną iš dviejų plokštumos 
(arba paviršiaus) taško koordinačių, nusakome, 
apskritai kalbant, kokią nors liniją. Tuo faktu 
net pagrįstas Žiulio Verno romano „Kapitono 
Granto vaikai“ siužetas. Tos knygos herojai 
žinojo tik vieną laivo sudužimo vietos koordi- 
natę (platumą), todėl, norėdami ištirti visus 
galimus taškus, jie turėjo apkeliauti Žemę pa- 
gal paralelę — liniją, kurios visų taškų pla- 
tuma lygi 37° 11". 

Koordinačių sąryšiu dažniausiai irgi nusa- 
komas ne vienas taškas, bet kokia nors taškų 
aibė. Pavyzdžiui, pažymėję visus taškus, ku- 
rių abscisė lygi ordinatei, t. y. taškus, kurių 
koordinatės tenkina lygti 


X= F, 


gautume tiesę — pirmojo ir trečiojo ketvirčio 
kampų pusiaukampinę (24 pav.); tuo lengva 
įsitikinti. 

Kartais vietoj ‚taškų aibė“ sakoma „,,geo- 
metrinė taškų vieta“. Pavyzdžiui, geometrinė 
vieta taškų, kurių koordinatės tenkina lygtį 
x=», kaip ką tik sakėme, yra pirmojo ir trečio- 
jo ketvirčio kampų pusiaukampinė. 

Nereikia manyti, kad kiekvienas koordina- 
čių sąryšis būtinai nusako liniją plokštumoje. 
Pavyzdžiui, lengvai galite įsitikinti, kad lygti- 
mi xŽ+yž=0 aprašomas tik vienas taškas — 
koordinačių pradžia (25 pav.). Lygties x*-yž= 
= —] netenkina nė vieno plokštumos taško 
koordinatės (26 pav.): ja apibrėžiama „tuščia“ 
taškų aibė. 


24 pav. 


25 pav 


Ez yž=-1 | 


V 
Y 


| „Tušėia“ aibe | 
o Į 
J 


26 pav. 
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Lygtimi 


plokštumoje aprašoma viena kitai statmenų 
tiesių pora (27 pav.). Nelygybe xž—yž >0 api- 
brėžiama net tam tikra plokštumos dalis (28 
pav.). 


5.1. Išsiaiškinkite, kokios taškų aibės apibrėžia- 
mos šiais sąryšiais: 

t) ixl=lyl; x=łyli; y=ixhi; 2) x/|x|=y/ly|; 
3) xl+x=lyl ty; 4) x=D]*; y=[x]; h=]; 5) x- 
— [x]= y- [y]; 6) x- ix]>y— tyl; 7) (x-y) (x—2y)=0; 
8) (x-1) +0 + !)=0; 9) x+y>0; 10) x+y>l; 


LI) x—y<l; 12) (@œ-y)(x--2y)>0; 13) i 2 


Dabar pamėginkime spręsti atvirkštinius 
uždavinius: rasti sąryšius, kuriuos tenkina ko- 
kios nors geometrinės figūros (kokios nors 
taškų aibės) taškų koordinatės. 


5.2. Parašykite lygtis, kurios aprašo šias taškų 
aibes: 
1) tiesę, lygiagrečią ašiai Ox ir einančią per tašką 


+ 
? 


(—3; , 

3) aibe, sudarytą iš taškų, kurių atstumas nuo ašies 
Oy lygus 2. 

5.3. Sugalvokite koordinačių x ir y sąryšį, kuris 
plokštumoje nusako 


2) tiesę, lygiagrečią tiesei y=x ir einančią per tašką 


1) tiesių y=3x ir y=x—3 porą; 

2) tiesę y=x ir tašką A(—L1; 2); 

3) pusplokštumę, esančią virš tiesės y=x (įskai- 
tant ir tą tiesę); 

4) juostą tarp tiesių y=0 ir y=1 (be tų tiesių); 

5) vidų kvadrato, kurio viršūnės yra taškai (0; 0), 
(0; 1), (1; 1), (I; 0). 

Atsakymai. 5.3. 2) (v—x) [(x+1)?4+(7— 2)1=0; 
3) y-x2z0. 


* Simboliu [x] žymima sveikoji skaičiaus x dalis, 
t. y. didžiausias sveikasis skaičius, ne didesnis kaip x. 


Pavyzdžiui, [3 7 |=3: [5]=5; [-25|--3: 
[-7)=- 7. 


6. Atstumas tarp dviejų taškų 


Dabar jau mokate kalbėti apie taškus skai- 
čių kalba. Pavyzdžiui, jau nebereikia aiškinti: 
pažymėkite tašką, nutolusį per tris vienetus į 
dešinę nuo y ašies ir penkis vienetus žemyn nuo 
x ašies. Užtenka tiesiog pasakyti: pažymėkite 
tašką (3; — 5). 

Sakėme, kad tai turi tam tikrų pranašumų. 
Pavyzdžiui, brėžinį, sudarytą iš taškų, galima 
perduoti telegrafu, pateikti jį skaičiavimo ma- 
šinai. 

Penktajame skyrelyje, naudodamiesi skaičių 
sąryšiais, nusakėme kai kurias plokštumos 
taškų aibes. Dabar mėginsime paeiliui išversti 
į skaičių kalbą kitas geometrines sąvokas ir 
faktus. 

Pradėsime nuo paprasto ir lengvo uždavi- 
nio: apskaičiuoti atstumą tarp dviejų plokštu- 
mos taškų. 

Kaip visada tariame, kad taškai nurodo- 
mi, pasakant jų koordinates. Tokiu atveju 
uždavinio esmė yra ta, kad reikia sugalvoti 
taisyklę, pagal kurią galima apskaičiuoti at- 
stumą tarp taškų, kai žinomos jų koordinatės. 
Aišku, išvedant tą taisyklę, leidžiama naudo- 
tis brėžiniu, bet pačioje taisyklėje neturi bū- 
ti nuorodų į brėžinį: tik turi būti nurodyta, 
kokius veiksmus ir kokia eile reikia atlikti 
su turimaisiais skaičiais — taškų koordinatėmis, 
norint gauti ieškomąjį skaičių — atstumą tarp 
taškų. 

Išvengus brėžinio, pateiktąjį uždavinį bus 
galima spręsti ir tais atvejais, kai pasinaudoti 
brėžiniu sunku (pavyzdžiui, kai koordinatės — 
labai dideli skaičiai). Be to, analizinis (skaiti- 
nis) sprendimas visada bus tikslesnis, negu 
tiesioginis brėžinio matavimas. 

Iš pradžių geriau spręsti iškeltojo uždavi- 
nio atskirą atvejį, kai vienas duotųjų taškų 
sutampa su koordinačių pradžia. Pradėkite 
nuo skaitinių pavyzdžių: remdamiesi Pitagoro 
teorema, apskaičiuokite atstumą nuo koordi- 
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načių pradžios iki taškų (12; 5), (—3; 15) ir 
(—-4; —/). 

Pakartoję tuos samprotavimus bendruoju 
atveju, gausite bendrą formulę, pagal kurią 
apskaičiuojamas bet kurio taško M (x; y) 
atstumas p (O, M) iki koordinačių pradžios 
O (0; 0) (29 pav.): 


e (0, M)= Vx*+7*. (4) 

Savaime aišku, kad taisyklė, reiškiama pa- 
rašytąja formule, tenkina anksčiau minėtas 
sąlygas. Ja galima naudotis, skaičiuojant ma- 
šinomis, kurios gali dauginti skaičius, sumuoti 
ir traukti kvadratinės šaknis. 

Dabar spręsime bendrąjį uždavinį. 

Uždavinys. Plokštumoje duoti du taškai: 
A (xı; Yı) ir B (xx; Ya). Rasti atstumą p (A, B). 

Sprendimas. Taškų Air B projekcijos ko- 
ordinačių ašyse pažymėkime A,, A;, B, ir B; 
(30 pav.). 

Tiesių AA, ir BB, susikirtimo tašką pažymė- 
sime raide C. Iš stačiojo trikampio ABC pagal 
Pitagoro teoremą gauname* 


o*(A, B)=p* (A, C)+6*(B, C). (5) 


Atkarpos AC ilgis lygus atkarpos 4,B, ilgiui. 
Taškai A, ir B, priklauso ašiai Oy ir toje ašyje 
jų koordinatės yra atitinkamai y, ir yə. Pagal 
3 skyrelyje išvestą formulę atstumas tarp 
tų taškų lygus |/1— Ya|- 

Panašiai samprotaudami, įsitikiname, kad 
atkarpos BC ilgis lygus |x,—x,|. Rastąsias 


A aT 


p(A,B)- o (A, C) ir p (B, C) išraiškas įrašome į (5) for- 
=(a,- X) + (UL U2V mulę ir gauname 
30 pav. ož (A, B)= (x, — *>)* + (Y1 ~ Y2). 


Vadinasi, p (A, B) — atstumas tarp taškų 

A (xı; y1) ir B (xa; Ya) skaičiuojamas pagal 
formulę 

ọ (4, B)= Vo — xa)? + (y: — ya). (6) 

* Simboliu p*ž (A, B) žymime atstumo p (A, B) 
kvadratą. 
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Atkreipsime dėmesį, kad visi mūsų sampro- 
tavimai tinka ne tik tokiai taškų padėčiai, 
kaip 30 paveiksle, bet ir kiekvienai kitai. 

Nusibraižykite kitą brėžinį (pavyzdžiui, taš- 
ką A pasirinkite pirmajame ketvirtyje, o tašką 
B — antrajame) ir įsitikinsite, kad visus sam- 
protavimus galima pažodžiui pakartoti, nekei- 
čiant net taškų žymėjimo. 

Dar atkreipsime dėmesį į tai, kad ir 3 sky- 
relyje išvestą formulę atstumui tarp taškų skai- 
čių ašyje skaičiuoti (žr. p. 16) galima parašy- 
ti analogiškai*: 


p (4, B)= V(x, — x;)*. 


6.1. 1) Plokštumoje duoti trys taškai: A (3; —6), 
B (—2; 4)ir C(1; —2). Įrodykite, kad jie yra vienoje 
tiesėje. 

Nurodymas. Įsitikinkite, kad vienos „trikampio“ 
ABC kraštinės ilgis lygus kitų dviejų kraštinių ilgių su- 


mai. 

2) Kurie trys iš keturių taškų 4 (1; —3), B(-2; I), 
C(-1; 7)ir D(3; I) yra vienoje tiesėje? 

6.2. Naudodamiesi atstumo tarp dviejų taškų 
formule, įrodykite šią teoremą: lygiagretainio krašti- 
nių ilgių kvadratų suma lygi įstrižainių ilgių kvadratų 
sumai. 

Nurodymas. Vieną lygiagretainio viršūnę laiky- 
kite koordinačių pradžia (31 pav.) ir naudokitės 4.12 
uždavinio rezultatais. Pamatysite, kad teorema įrodoma 
patikrinant paprastą algebrinę tapatybę. Kokią? 

6.3. Koordinačių metodu įrodykite šitokią teore- 
mą: jeigu ABCD — stačiakampis, o M — bet kuris 
taškas, tai |AM|*+ |CM|*= |BM|*+|DM|* (32 pav.). 
Kaip patogiausia pasirinkti koordinačių ašis? 


* Remiamės tuo, kad Va=| x | (turime omenyje 
aritmetinę šaknies reikšmę). Neatidžiai naudojantis šia 
taisykle (kai kas klysta, manydamas, kad Vx“=x), 
galima gauti klaidingų išvadų. Pateikiame samprota- 
vimų grandinę, kurioje yra minėtos rūšies klaida, ir siū- 
lome ją rasti. 


1-3=>4-6—>1-3+9/4=4-6+94> 
=(1 -3/2 =(2- 3/2 = V (1 -3/% = V(2—3/23 => 
=—>1—3/2=>2-3/2>1=2 
(ženklas => pakeičia žodį „,išplaukia“). 


4. Koordinačių metodas 


Vx? = |x| 

V9*'= 2= [2] 

V(-2) = 2>|-2| 
y 


Blix yd) C(2;2) 


mr (0;0) 


31 pav. 


D(x;;0) 
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ray (ų-6)e R? 


35 pav 
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(6) formulę galima išvesti iš (4) formulės. Sakykime, 
duoti taškai A (xı; yı) ir B (xx; y2). Iš pradžių atkarpą 
AB pastumsime lygiagrečiai ašiai Ox per —x; vienetų, 
paskui — lygiagrečiai ašiai Oy per — y, vienetų. Tada 
(žr. 1.6 pratimą) taškas A (xı; yı) atsidurs taške 00; 0), 
O taškas B (xa: Ya) 7 taške B’ (x= x; Ya— Yı). Atstu- 
mą tarp taškų O ir B’ galima apskaičiuoti pagal (4) for- 
mulę: 

ẹ (0, B')= Vix- x) + Os =J)’. 
Kadangi atstumas nuo O iki B’ lygus atstumui nuo A 
iki B, tai 

e (A, B)= Vai =x) + yn —»>). 
Kaip ir tikėjomės, gautoji formulė sutampa su (6) for- 
mule, 


7. Figūrų nusakymas 


5 skyrelyje pateikėme kelis koordinačių są- 
ryšių pavyzdžius; tie sąryšiai apibrėžia atitin- 
kamas plokštumos figūras. Dar truputį pasi- 
mokysime nusakyti geometrinės figūras skai- 
čių sąryšiais. 

Kiekvieną figūrą laikome ją sudarančių taš- 
kų aibe, todėl nusakyti figūrą — tai reiškia 
žinoti taisyklę, kuria remdamiesi galėtume nu- 
statyti, ar aptariamasis taškas priklauso tiria- 
majai figūrai, ar ne. 

Norėdami rasti tokią taisyklę, kai tiriamoji 
figūra yra, pavyzdžiui, apskritimas, remsimės 
apskritimo apibrėžimu: apskritimas yra aibė, 
sudaryta iš plokštumos taškų, kurių atstumas 
nuo tam tikro taško C (apskritimo centro) ly- 
gus skaičiui R (spinduliui). Vadinasi, taškas 
M (x; y) priklauso apskritimui su centru 
C (a; b)tada irtik tada, kai pọ (M, C)= R(33 pav.). 

Primename, kad atstumas tarp taškų 
skaičiuojamas pagal (6) formulę: 


e (4, B)= V(x — xa)? + (1 — Ya). 


Todėl sąlyga, kad taškas M (x; y) priklauso 
spindulio R apskritimui su centru C (a; b), 
išreiškiama lygybe 


V(x-a)} + (y—b} =R 


kurią palima užrašyti ir šitaip: 
(x-a) + (y -bP = RÈ. (7) 


Vadinasi, norint sužinoti, ar tiriamasis taš- 
kas yra apskritime, reikia patikrinti, ar to taš- 
ko koordinatės tenkina (7) lygtį. Tuo tikslu 
(7) lygtyje vietoj x ir y reikia įrašyti tiriamojo 
taško koordinates. Jeigu gausime tapatybę, 
tai taškas yra apskritime; priešingų atveju 
taškas apskritimui nepriklauso. Taigi, turėda- 
mi (7) lygtį, apie kiekvieną plokštumos tašką 
galime pasakyti, ar jis priklauso tam apskriti- 
mui, ar ne. Todėl (7) lygtis vadinama apskri- 
timo su centru C (a; b) ir spinduliu R lygtimi. 

Pavyzdžiui, norint patikrinti, ar taškas 
M (4; 2) yra apskritime, kurio centras — taš- 
kas C (1; —2), o spindulys lygus 5, galima, 
aišku, nubrėžti tą apskritimą, pažymėti tašką ir 
gauti atsakymą iš brėžinio (34 pav.). Tačiau 
galime daryti ir kitaip: (7) lygties parametrus 
a ir b — centro koordinates ir spindulį R pakei- 
čiame duotosiomis reikšmėmis ir gauname 
lygti 

(x- 1) +(y+2}=25. 


Dabar, norint sužinoti, ar taškas M (4; 2) 
priklauso tam apskritimui, užtenka jo lygtyje 
irašyti taško koordinates: x=4, y=2 (žr. 
34 pav.). 

Kad toks analizinis metodas yra pranašes- 
nis už geometrinį, lengva įsitikinti, pamėginus 
atsakyti, pavyzdžiui, į šitokius klausimus: 


7.1. 1) Ar taškas N (4,1; 1,9) priklauso apskri- 
timui, Kurio centras yra C (1; —2), o spindulys lygus 
o? (Pamėginkite pasinaudoti 34 paveikslu!) 

2) Ar taškas K (0; 2 V 6 —2) priklauso apskriti- 
mui, kurio centras yra C (1; —2), o spindulys lygus 57 

3) Ar taškas 4 (160; —1) priklauso apskritimui, 
kurio centras yra C (147; —6), o spindulys lygus 13? 


Išspręskite šiuos pratimus: 

7.2. Parašykite apskritimo lygtį, kai jo centras 
yra C (—2; 3), o spindulys lygus 5. Sakykime, taškas 
A (a; —1) yra tame apskritime. Apskaičiuokite a. 
4ė 


(4-1) +(2+2)> 
= g+ {46=25 


34 pav. 


27 


28 


7.3. Įrodykite, kad lygtis 
X +2x+y*=0 


plokštumoje nusako apskritimą. Raskite to apskritimo 
centrą ir spindulį. 

Nurodymas. Pateiktąją lygtį užrašykite šitaip: 
(x2+2111)1+y?=1, arba (x+1)*+y2=1. 

7.4. Kokią taškų aibę apibrėžia nelygybė x* + y? < 
<4x+4y7 

Sprendimas. Duotąją nelygybę užrašysime ši- 
taip: 

x*—-4x+4+y'-4y+458, 
arba 
(x—2)}+(y— 2} <8. 
Dabar matyti, kad ieškomosios aibės taško atstu- 


mas nuo taško (2; 2) yra mažesnis arba lyguś ļ/ 8. To- 
kią savybę turintys taškai sudaro skritulį, kurio cent- 


ras yra taškas (2; 2), o spindulys lygus V8. Kadan- 
gi sąryšyje galima ir lygybė, tai skritulio kontūras 
irgi priklauso ieškomajai aibei. 

7.5. Duoti keturi taškai: A (2; 2), B (1; 1), C(-—1; 
~—Í) ir D (—1; I). Kurie iš jų yra apskritimo x*4 y? — 
—2x+45—4=0 viduje, šalia to apskritimo arba pa- 
čiame apskritime? 


Įsitikinome, kad plokštumoje apskritimą 
galima nusakyti tam tikra lygtimi. Tokiu pat 
būdų galima nusakyti ir kitas linijas, tik jų 
lygtys, suprantama, bus kitokios. 

Jau minėjome (žr. p. 22), kad lygtimi 
x?—y?=Q0 apibrėžiama tiesių pora. Aptarsime 
tą klausimą smulkiau. Jeigu x*—yž=0, tai 
x?=y?; todėl |x|= |y|. Atvirkščiai, jeigu |x|= 
= |y|, tai x? — yž=0. Vadinasi, sąryšiai x?— y? =0 
ir |x| = (y| yra ekvivalentūs. Kadangi taško abs- 
cisės modulis yra to taško atstumas nuo ašies 
Oy, o ordinatės modulis — taško atstumas nuo 
ašies Ox, tai taškai, kurių koordinatės susie- 
tos lygybe |x|=|y|, vienodai nutolę nuo abie- 
jų koordinačių ašių: jie yra tomis ašimis apri- 
botų kampų pusiaukampinėse. Aiškų, teisin- 
gas ir atvirkštinis teiginys: kiekvieno taško, pri- 
klausančio kuriai nors iš tų pusiaukampinių, 
koordinatės tenkina lygtį x*ž—yž=0. Todėl 
lygtį x*—y*?=0 vadiname tų pusiaukampinių 
taškų aibės lygtimi. 


Jūs tikriausiai žinote ir daugiau kreivių 
aprašymo lygtimis pavyzdžių. Pavyzdžiui, 
lygtį y=x* tenkina visi tam tikros kreivės taš- 
kai (35 pav.), ir tik tos kreivės taškai. Ta krei- 
vė vadinama parabole, o lygtis y=x* yra tos 
parabolės lygtis. 

Lygtį 

ax4+by+c=0* 


tenkina visi kokios nors tiesės taškai ir tik tos 
tiesės taškai. Bet kuri lygtis ax4by+c=0 
yra tiesės lygtis. Imdami skirtingas skaitines 
parametrų a, b ir c reikšmes, gauname skirtin- 
gas tieses (žr. toliau, p. 33— 35). 

Kreivės lygtimi vadinama lygtis, kuri virsta 
tapatybe, kai vietoj x ir y įrašomos bet kurio 
tos kreivės taško koordinatės, ir kurios neten- 
kina nepriklausančių tai kreivei taškų koordi- 
natės. 

Žinodami kreivės lygtį, tos kreivės geometri- 
nes savybes galime tirti be brėžinio (taip darėme, 
tirdami apskritimus, pateiktus 7.1—7.5 pra- 
timuose). 

Pavyzdžiui, net nežinodami kokią kreivę 
aprašo lygtis 


HHY E+, (8) 


galime pasakyti, kad ta kreivė eina per koordi- 
načių pradžią, nes taško (0; 0) koordinatės 
tenkina lygtį, o taškas (1; 1) nepriklauso tai 
kreivei, nes (124+134+12 #13412. 


7.6. Įrodykite, kad kreivė, aprašoma (8) lygtimi, 
yra simetriška ašies Oy atžvilgiu. 

Nurodymas. Įsitikinkite: jeigu taškas M (a; b) 
yra toje kreivėje, tai ir taškas M“ (—a; b) yra toje krei- 
vėje, 

Jeigu įdomu, kaip atrodo kreivė, aprašoma 
(8) lygtimi, pažiūrėkite į 36 paveikslą. Ta krei- 
vė vadinama kardioide, nes jos forma primena 
širdį. 


* Čia a, b ir c — kokie nors skaičiai, be to, bent 
vienas iš skaičių a ir b nelygus nuliui. 
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Jeigu skaičiavimo mašina galėtų jausti kam 
nors simpatiją, tai jam parašytų lygtį, išreiš- 
kiančią širdies piešinį, o galbūt įteiktų mate- 
matinę ,,puokštę“ — lygtis kreivių, pavaizduo- 
tų 37—38 paveiksluose. Kreivės, kaip matote, 
iš tikrųjų panašios į gėles. Tų „matematinių 
gėlių“ lygtis parašysime vėliau, kai susipažin- 
sime su kitokiomis koordinatėmis, vadinamo- 
mis polinėmis. 


37 pav. 
8. Tiesė 


Jau minėjome (p. 21), kad koordinačių 
plokštumoje tiesę taip pat galima aprašyti lyg- 
timi. Apskritimo lygtyje, kaip matėte, yra koor- 
dinačių x ir y kvadratai, o tiesės lygtis gali tu- 
rėti tik pirmuosius x ir y laipsnius, t. y. tiesės 
lygtis yra tiesinė kintamųjų x ir y atžvilgiu. 

Išspręskime keletą uždavinių, kuriuose rei- 
kia sudaryti tiesių lygtis. 


8.1. Parašykite kampo 40B pusiaukampinės lygtį 
(39 pav.) 


Uždavinys. Tiesė koordinačių ašyse at- 
kerta atkarpas, lygias 1 (40 pav.). Reikia rasti 
bet kurio tos tiesės taško koordinačių sąryšį 
(t. y. reikia parašyti tos tiesės lygtį). 

Sprendimas. Sakykime, M (x; y) yra 
tos tiesės taškas (41 pav.). Tada |OM,|=x, 

AN 


IOM:|=y. Kadangi OAB=45°, tai |MaB|= 


=|M,M|=x. Tačiau |OM,|+|M,B|=1; to- 
dėl taško M (x; y) koordinatės tenkina lygtį 


x+y=l. 


Isitikinsime, kad tą lygtį tenkina ir taškai, 
esantys po ašimi Ox (pavyzdžiui, taškas M'(x; y), 
pavaizduotas 42 paveiksle). Iš tikrųjų taško M“ 
abscisė x yra teigiama ir lygi atkarpos OMi 
ilgiui |OM||, ordinatė y — neigiama ir lygi 
—|OM;|, kai | OM| — atkarpos OM; ilgis. Iš 

* 42 paveikslo matyti, kad 


40 pav. ĮOM;į|-|OM;|=|BM;|-|OM;|=1, 


o iš čia 
OM;+(-|0M;|)=1, arba x+y=1. 


Vadinasi, taško M'(x; y) teigiamos absci- 
sės x ir neigiamos ordinatės y suma taip pat 
lygi I. 

Įsitikinkite patys, kad lygtį x+y=1 tenkina 
ir tiesės AB taškai, esantys antrajame ketvir- 
tyje (t. y. taškai, kurių x<0, o y>0). 

Atsakymas. Jeigu tiesė AB koordinačių 
ašyse atkerta vienetines atkarpas, tai bet kurio 
tos tiesės taško koordinatės yra susietos lygti- 
mi x+y=1. Tas sąryšis ir yra tiesės AB lygtis. 
Aišku, tiesės 4B lygtį galima parašyti ir kitaip, 
pavyzdžiui, y= —x-+1. 


8.2. Raskite tiesės MN taškų koordinačių sąryšį, 
kai |OM|=|ON|=1 (43 pav.). 

Nurodymas, Iš 43 paveikslo matyti, kad taško 
A (x: y) ordinatė y yra vienetu didesnė už abscisę x, 
t. y. y=x+l. 

Įsitikinkite, kad tą lygtį tenkina bet kurio tiesės 
MN taško, esančio antrajame arba trečiajame ketvir- 
tyje, koordinatės. 

8.3. Pavaizduokite aibę taškų, kurių koordinatės 
tenkina lygtį 


x|+|x|=1. 


8.4. Nubrėžkite tiesę, kurios taškų koordinatės 
tenkina lygtį y= —x, 


Tiesės padėtis plokštumoje nusakoma tos 
tiesės lygtimi. Todėl sakysime: „tiesė y=3x+1“, 
„tiesė x4+y=3“ (panašiai kaip sakome: „,„taš- 
kas (5; 3)“, „taškas (—1; 2)“ ir t. t.). 


8.5. Viename brėžinyje pavaizduokite tieses 1—4, 
taip pat tieses 5—8: 


D y=x+l, 5) +x+y=l, 
2) y=x—l, 6) +x-yx=I, 
3) y=-x+!l, 7) -2ž+y= l, 
4) y==x-, 8) -x-y=l. 


Palyginkite su 8.3 pratimų. 
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Uždavinys. Tiesės padėtis bus žinoma, 
kai duotas kampas « — tos tiesės polinkio į 
ašį Ox kampas* — ir atkarpa b, kurią ta tie- 
sė atkerta ordinačių ašyje** (44 pav.). Raskite 
sąryšį, siejantį tos tiesės taškų koordinates, t. y. 
sudarykite tiesės lygtį, kai duotas kampas « 
ir skaičius b. 

Sprendimas. Pirmasis atvejis: « — 
smailusis kampas (kaip 45 pav.). Sakykime, 
M (x; y) — tos tiesės taškas. Nubrėžkime 


AN 
tiesę BK, lygiagrečią Ox; tada MBK=«x (40 
pav.). 
Iš trikampio MBK turime: 


LMK| _ y-b 
[BK] =tga, t. y. = =tga. 


Susitarsime tg « Žymėti raide k. Tada iš 
paskutinės lygybės gausime 


y=kx-+b. 


Įsitikinkite, kad gautąją lygtį tenkina ir koordina- 
tės tų tiesės taškų, kurių padėtis panaši į taškų P ir O 
padėtį (46 pav.) . 


Vadinasi, tiesės, ašyje Oy atkertančios 
atkarpą b ir su ašimi Ox sudarančios smailųjį 
kampą «, taškų koordinatės tenkina lygtį 
y=kx-+b, t. y. lygtis y=kx+b yra tos tiesės 
lygtis. 


Įrodykite, kad tuo atveju, kai tiesė kerta ašį Oy 
po koordinačių pradžia, jos lygtis yra tokia pat, tik 
parametras b — neigiamas. 


* Tiesės polinkio į ašį Ox kampu laikome kampą, 
kuriuo reikia sukti ašį Ox prieš laikrodžio rodyklę iki 
sutapimo su ta tiese, 

$+ Tiksliau kalbant, reikia nurodyti tos tiesės ir 
ašies3Oy susikirtimo Įtaško ordinatę. 


Antrasis atvejis: æ — bukasis kampas 
(47 pav.). Siuo atveju bet kurio tiesės taško 
M (x; y) koordinatės tenkins sąryšį. 


v-6 
= X 


= tg Xlr 


kai x, — smailusis kampas, lygus 180°— w 
(žr. 47 pav.). 


47 paveiksle pavaizduotas atvejis, kai b>0 ir taš- 
kas M (x; y) yra antrajame ketvirtyje (t. y. x<0, y> O). 
Kitus atvejus išnagrinėkite patys, 


Jei tg x, žymėsime raide k,, tai iš lygybės 


= 2 = k, gausime lygybę y= -- kx, +b, kuri ir 


bus lygtis tiesės, su ašimi Ox sudarančios bu- 
kąjį kampą. 

Vadinasi, kai žinome « — tiesės polinkio 
i ašį OX kampą — ir b — tiesės susikirtimo su 
ašimi Oy taško ordinatę, — tos tiesės lygtį 
iš karto galime užrašyti šitaip: y=kx + b. Jei- 
gu « — smailusis kampas, tai k=tg «, jeigu 
«x — bukasis kampas, tai k=—k,=-/g a; 
(x; — smailusis kampas, gretutinis kampui «). 
Skaičius k vadinamas tiesės krypties koeficien- 
tu, o lygtis y=kx4b — tos tiesės kryptine 
lygtimi. 

Mes nenagrinėjome dar vieno atvejo: « =90° 
(kai tiesė vertikali). Tokiu atveju tiesės lygtis 
neišreiškiama lygybe y=kx+b: vertikalios tie- 
sės visų taškų abscisė x yra vienoda (lygi nuliui, 
kai tiesė eina per tašką (0; b)), o y — bet koks 
skaičius. Vadinasi, tos tiesės lygtis yra sąryšis 
x=0. 


Kai (IX klasėje) sužinosite, kad bukieji kampai 
taip pat turi tangentus, tai sup.asite, kad tiesės krypties 
koeficientas visada lygus tiesės polinkio į ašį Ox tangen- 
tui: kai tas kampas « smailusis, tai k, jo tangentas, — 
teigiamas, o kai kampas œ bukasis, jo tangentas — nei- 
giamas, todėl neigiamas ir atitinkamas tiesės krypties 
koeficientas. Stačiojo kampo tangentas neegzistuoja; 
todėl, kai tiesė vertikali, negalima parašyti jos krypti- 
nės lygties. 


5. Koordinačių metodas 


|] 
-x>01:! 
Ls 


P(B.K,--T 


47 pav 
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Jeigu lygties y=kx +b koeficientą k keistu- 
me, teikdami jam įvairias reikšmes (teigiamas ir 
neigiamas), tai atitinkama tiesė sukinėtųsi 
apie tašką (0; b) kaip 48 paveiksle. Ji negali 
atsidurti tik vienoje padėtyje — vertikalioje. 


8.6. Parašykite keturių tiesių, pavaizduotų 49 pa- 
veiksle, lygtis. 

8.7. Parašykite sąryšį, kurį tenkina 50 paveiksle 
pavaizduotos figūros taškai, 

8.8. Parašykite lygtį tiesės, lygiagrečios pirmojo 
ketvirčio pusiaukampinei ir einančios per tašką (0; —5). 

8.9. Parašykite lygtį tiesės, lygiagrečios tiesei 
E T ir einančios 1) per tašką (0; 2); 2) per tašką 
(I; — I). 

Nurodymas. Remkitės tuo, kad lygiagrečių tie- 
sių krypties koeficientai yra vienodi. Antrajame uždavi- 
nyje ieškodami b, remkitės tuo, kad taško (I; — 1) koor- 
dinatės turi tenkinti ieškomąją lygtį. 


Dabar parašysime lygtį tiesės, koordinačių 
ašyse atkertančios atkarpas a ir b (30 p. nagrinė- 
jome atskirą atvejį: a=1, b=1). 

Pasirinksime tos tiesės (51 pav.) tašką 
M (x; y) ir pažiūrėsime, kokį sąryšį tenkina 
jo koordinatės x ir y. Iš trikampių MM, B ir 
AOB panašumo gauname proporciją 


b-y 
b 


ako 
ume 


X y y: X 

2 „ O iš čia-lygti Zi 1 = Į 

(a ir b — atkarpos, kurias tiesė atkerta koordi- 
načių ašyse). 


Patikrinkite, ar tą lygtį tenkina ir tiesės taškai, 
nesantys pirmajame ketvirtyje. 


Nagrinėjome atvejį, kai tiesė kerta teigiamąją 
pusašę Ox ir teigiamąją pusašę Oy. Tačiau pa- 
sirodo, kad gautoji lygtis tinka ir kitiems at- 
vejams. Jeigu tiesė kerta kurią nors ašį neigia- 
mojoje dalyje, tai atitinkamas parametras a 
arba b yra neigiamas. 


8.10. Įsitikinkite, kad 52 ir 53 paveiksle pavaizduo- 
tų tiesių taškai tenkina lygtį 


X JV 
—1—=|, 
278 


Vadinasi, jeigu tiesė AB kerta ašį Ox taške 
A (a; 0), o ašį Oy — taške B (0; b), tai tos 
tiesės taškų koordinatės tenkina lygtį 


a| 


Fo 
-+l 


Ta lygybė vadinama atkarpine tiesės lygtimi. 
Parametrai a ir b čia gali būti ir teigiami, ir nei- 
giami. 
8.11. Parašykite visų 49 paveiksle pavaizduotų 
tiesių lygtis, naudodamiesi atkarpine tiesės lygtimi. 
8.12. |) Raskite tiesės y=2x—5 susikirtimo su 


koordinačių ašimis taškų koordinates. 
Sprendimas. Duotąją lygtį užrašysime šitaip: 


+= l. Tuo tikslu narį su x perkelsime į kairiąją 
pusę ir visus gautosios lygties narius padalysime iš 
laisvojo nario (iš — 5): 


—-2x+y= — D, 


Galutinai lygtį užrašysime šitaip: 


Atsakymas. Tiesė su ašimi Ox kertasi taške 
(5/2; 0), o su Oy — taške (0; —-5). 

2) Kokio ilgio atkarpas tiesė y=2x—5 atkerta 
koordinačių ašyse? 

Atsakymas. Ašyje Ox gautos atkarpos ilgis ly- 
gus 5/2 vieneto, ašyje Oy — lygus 5 vienetams. 

8.13. Pasakykite visus atvejus, kai negalima para- 
šyti atkarpinės tiesės lygties. 


Uždavinys. Kaip galima parašyti tiesės 
lygtį, kai tiesė eina per tašką (2; 5)? 

Sprendimas. Kiekvieną tiesę (išskyrus 
vertikaliąją) galima išreikšti šitokia lygtimi: 


y=kx4-b. 


Kadangi ta tiesė eina per tašką (2; 5), tai 
turi būti teisinga lygybė 


5=k.2 +b. 
s 


53 pav. 
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Gautąją tapatybę atimsime iš lygties y= 
=kx+b ir gausime 


y-5=k(x- 2). 


Kad ir koks būtų koeficientas k, gautoji lygtis 
reiškia tiesę, einančią per tašką (2; 5). 

Iš tikrųjų, jeigu vietoj x ir y įrašytume skai- 
čius 2 ir D, tai abiejose lygybės pusėse gautume 
nulį, nepriklausomai nuo "k. Koeficiento k 
šiame uždavinyje neįmanoma nustatyti, nes ne- 
pasakyta, kokia kryptimi eina tiesė. Todėl 
lygtis | 
y-5=k(x-2) 


reiškia aibę, sudarytą iš tiesių, einančių per taš- 
ką (2; 5), išskyrus vieną atvejį: vertikalioji 
tiesė tokia lygtimi neišreiškiama (nėra atitin- 
kamo K). Jos lygtį lengva parašyti betarpiškai: 
x=24: 

"Vadinasi, bet kuri tiesė, einanti per tašką 
(2: 5), išreiškiama arba lygtimi y—5=k (x-2), 
arba lygtimi x=2. 

Uždavinys. Parašykite lygtį tiesės, ei- 
nančios per taškus (2; 5) ir (—1; 3). 

Sprendimas. Naudosimės ką tik gautu 
rezultatu: kaip bet kuri tiesė, einanti per tašką 
(2; 5), taip ir ieškomoji tiesė išreiškiama lygtimi 
y-5=k (x-—2). Kol kas nežinome koeficiento 
k. Tačiau sąlygzoje pasakyta, kad tiesė eina ir 
per tašką (— 1; 3). Todėl lygybė 3—5=k (—1— 
—2) turi būti teisinga; iš jos ir randame koefi- 
cientą k: 


—2 = — 3k, k= 23. 


Dabar lieka rastąją k reikšmę parašyti lyg- 
tyje y—5=k (x—2). Gauname 


2 
y-9=>(x-2). 


Atsakymas. Tiesės, einančios per taškus 
(2; 5) ir (—1; 3), lygti galima parašyti šitaip: 


2x-3y4+11=0, arba »=Žx12 
Aa a ` e o . „a X X 
ją galima parašyti ir kitaip: —7p Ti a+ Ha“ 1). 


8.14. Parašykite lygtį tiesės, einančios per taškus 
A (xi; y.) ir B (x3; Yy). 

Atsakymas. Tiesės, einančios per du duotuosius 
taškus 4 (xı; y) ir B (xə; y>), lygtį galima parašyti 
pagal šią taisyklę: 


ASA o Vi 
X2 — X y2 yı 


8.15. Parašykite keturkampio, kurio viršūnės yra 
taškai A (1; 1), B (2; —I), C (1; 3)ir D (—2; 2), krašti- 
nių ir įstrižainių lygtis. 

Nurodymas. Visų tiesių, išskyrus vieną, lygtis 
galima parašyti pagal 8.14 pratime išvestą taisyklę, 

8.16. Panaudokite 8.14 pratime išvestąją taisyklę 
atkarpinei tiesės lygčiai gauti: pagal tą taisyklę parašy- 
kite lygtį tiesės, einančios per taškus (a; 0) ir (0; b), ir 


pertvarkykite ją taip, kad gautumėte Ž+-= l. 


9. Algebra ir geometrija 


Geometrines sąvokas išvertę į koordinačių 
kalbą, vietoj geometrinių uždavinių galime spręs- 
ti algebrinius. Pasirodo, kad tokiu atveju 
iš daugelio uždavinių, susijusių su tiesėmis ir 
apskritimais, gauname pirmojo ir antrojo 
laipsnio lygtis, o tokioms lygtims spręsti turi- 
me paprastas bendras formules. 

Reikia pabrėžti, kad XVII amžiuje, kai 


buvo sukurtas koordinačių metodas, algebri- 


nių lygčių sprendimo menas buvo aukšto ly- 
gio. Tuo metu matematikai jau mokėjo, pavyz- 
džiui, spręsti bet kokias trečiojo ir ketvirtojo 
laipsnio lygtis. Todėl prancūzų mokslininkas 
R. Dekartas, sukūręs koordinačių metodą, 
pasakė: ,,Aš išsprendžiau visus uždavinius“, 
turėdamas omenyje to meto geometrijos už- 
davinius. 
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Pateiksime paprastą pavyzdį, iliustruojantį 
geometrijos uždavinių sprendimą algebros me- 
todais. 

Uždavinys. Duotas trikampis ABC; rei- 
kia rasti apie tą trikampį apibrėžto apskritimo 
centrą. 

Sprendimas. Tašką A laikysime koordi- 
načių pradžia, o abscisių ašį nukreipsime iš 
A į B. Jeigu atkarpos AB ilgis Lygus c, tai taško 
B koordinatės bus (c; 0). Sakykime, taško C 
koordinatės yra (4; k), o ieškomojo apskriti- 
mo centro — (a; b). To apskritimo spindulį 
žymėsime raide R. Parašysime, kad taškai 
A (0; 0), B (c; 0) ir C (q; h) priklauso ieškoma- 
jam apskritimui: 

€ +b = R, 
(c—a)* +b = R, 
(q —a} + (h-—b} = R. 


Kiekviena iš tų lygybių reiškia, kad taškų 
A (0; 0), B (c; O) ir C (4; h) atstumas nuo ap- 
skritimo centro (a; b) lygus spinduliui R. Tas 
lygybes galima gauti ir kitaip: reikia parašyti 
ieškomojo apskritimo (centras (a; b), spindu- 
lys R) lygtį 
(x-a)? + (y—6)= R 


ir toje lygtyje vietoj x ir y įrašyti to apskritimo 
taškų A, B ir C koordinates. 
Tą trijų lygčių su trimis nežinomaisiais sis- 
temą nesunku išspręsti. Gauname 
_ @+tk—-ce 
a=7 b h’ 


p- VEHI- oth] 
= a 


Uždavinys išspręstas: radome apskritimo 
centro koordinates*. 

Atkreipsime dėmesį, kad kartu gavome ir 
formulę apie trikampį apibrėžto apskritimo 

* Atkreipkite dėmesį, kad, spręsdami šį uždavinį, 
nesinaudojome brėžinių. 


spinduliui apskaičiuoti. Tą formulę galima 
užrašyti paprasčiau, pastebėjus, kad 


Va*+h=o(A, C), 
Vią-ž+h=p(B, C), 


o skaičius A lygus trikampio ABC aukštinei, 
nubrėžtai iš viršūnės C. Trikampio kraštinių 
BC ir AC ilgį pažymėjus atitinkamai a ir b, 
spindulį galima išreikšti gražia ir patogia for- 
mule: 


Be to, dar galima pastebėti, kad trikampio 
ABC plotą pažymėję raide S, gauname Ac= 
=25, o tada paskutinę formulę galime užrašyti 
šitaip: 

abc 
15: 

Dabar pateiksime uždavinį, įdomų tuo, kad 
geometrinis jo sprendimas yra gana sudėtin- 
gas. Išvertus jį į koordinačių kalbą, sprendimas 
pasidaro visiškai paprastas. 

Uždavinys. Plokštumoje duoti taškai A 
ir B; rasti aibę, sudarytą iš taškų M, kurių 
atstumas nuo taško A yra du kartus didesnis 
už atstumą nuo taško B. 

Sprendimas. Plokštumoje pasirenkame ko- 
ordinačių sistemą, kurios pradžia sutampa su 
tašku A, o teigiamoji abscisių pusašė eina per 
tašką B. Mastelio vienetu laikysime atkarpą AB. 
Tada taškas A turės koordinates (0; 0), o taš- 
kas B — koordinates (1; 0). Taško M koordi- 
nates žymėsime (x; y). Sąlyga p (4, M)= 
=2p (B, M) koordinatėmis išreiškiama šitaip: 


Vx +y? =2V (x-1)? 172. 


Gavome ieškomosios geometrinės taškų vie- 
tos lygtį. Norint išsiaiškinti, kokia aibė nusa- 
koma gautąja lygtimi, reikia ją taip pertvar- 
kyti, kad ji įgytų žinomą formą. Abi lygties 


R= 
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PAM) 
PIB, M) 


h 


h4 pav 
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apskritimas 


k 


puses pakėlę kvadratu, atlikę veiksmus ir su- 
traukę panašiuosius narius, gauname lygybę 


3x* -8x+4+3y*=0. 
Tą lygybę galima pertvarkyti šitaip: 


8 16 4 
Paota aag , 


arba 
(x—4/3)*+y*=(273)*. 


Jau žinote, kad ta lygtis reiškia apskritimą, 
kurio centras yra taške (4/3; 0), o spindulys 
lygus 2/3. Kitaip sakant, ieškomoji geometri- 
nė taškų vieta yra apskritimas (arba jo dalis)*. 

Uždavinio sprendimui neturėjo esminės 
įtakos tas faktas, kad p (4, M) yra 2 kartus 
didesnis už p (B, M). Todėl iš tikrųjų išspren- 
dėme bendresnį uždavinį, būtent, įrodėme, 
kad figūra, sudaryta iš taškų M, kurių atstumų 
nuo dviejų taškų santykis yra pastovus: 


k (9) 


(k — duotas teigiamas skaičius, nelygus vie- 
netui), yra apskritimas (04 pav.)**. 

Kad įsitikintumėte koordinačių metodo 
galia, pamėginkite pastarąjį uždavinį išspręsti 
geometriškai. 


Nurodymas. Iš taško M nubrėžkime trikampio 
AMB vidaus kampo ir priekampio pusiaukampines. 
Sakykime, K ir L— taškai, kuriuose tos pusiaukampinės 


* Norint įrodyti, kad visi apskritimo taškai priklau- 
so sąlygoje nurodytai figūrai, užtenka įsitikinti, kad iš 
kiekvienos parašytosios lygybės išplaukia prieš ją esan- 
ti lygybė. Todėl galų gale iš lygybės (x—4/3+y*= 
=(2/3)ž? gaunama lygybė |/xž+ yż=2 V(x- 1) + 52. 
Tai ir reiškia, kad kiekvienas gautojo apskritimo taškas 
iš tikrųjų priklauso sąlygoje nurodytai figūrai, 

** Išskyrėme atvejį k= 1. Be abejo, žinote, kad tuo 
atveju taškų, tenkinančių (9) sąryšį, aibė yra tiesė 
(taškas M vienodai nutolęs nuo A ir B). Įrodykite tai 
analiziškai. 


kerta tiesę AB. Įrodykite, kad taškų K ir L padėtis ne- 
priklauso nuo taško M pasirinkimo ieškomojoje figū- 


roje, Įrodykite, kad KML=90“. 


Atkreipsime dėmesį, kad tokius uždavi- 
nius jau mokėjo spręsti senovės graikai. Geo- 
metrinis šio uždavinio sprendimas pateiktas 
Apolonijaus traktate ,„Apie skritulius“ (II a. 
pr. m. €.). 


9.1. Kokią figūrą sudaro taškai M, kurių atstumų 
nuo dviejų duotųjų taškų A ir B kvadratų skirtumas 
lygus duotajam skaičiui c? Su kokiomis c reikšmėmis 
uždavinys turi sprendinį? 


Iš pateiktųjų pavyzdžių matyti, kad, tai- 
kant koordinačių metodą, geometrinius uždą- 
vinius galima spręsti algebriškai. Turėjome 
progą įsitikinti (p. 17), kad būna ir atvirkščiai: 
kartais koordinačių metodu lengviau spręsti 
algebrinius uždavinius traktuojant juos geo- 
metriškai. Pateiksime dar vieną tokios rūšies 
uždavinį. 

Uždavinys. Kokios turi būti parametro 
a reikšmės, kad lygčių sistema 


xš -yž=|, 
x+y=0 


neturėtų sprendinių, turėtų tik vieną sprendinį, 
turėtų be galo daug sprendinių? Kokių dar ga- 
li būti atvejų? 

Sprendimas. Pirmoji sistemos lygtis — 
tai lygtis apskritimo, kurio centras sutampa su 
koordinačių pradžia, o spindulys lygus l. Ant- 
roji lygtis — tai lygtis tiesės, atkertančios ašy- 
se atkarpas, kurių ilgis lygus a (notint tuo įsiti- 

sa LAS ai A a E S N 
kinti, užtenka lygtį užrašyti šitaip: — += l). 
Išspręsti sistemą — reiškia rasti taškus, kurių 
koordinatės tenkina ir pirmąją, ir antrąją lygtį, 
t. y. rasti tiesės x4+y=4 ir apskritimo susikir- 
timo taškus. Iš 55 paveikslo matyti, kad tiesė 
nekerta apskritimo, kai a> V2ir kaia< —V2, 
t. y. sistema neturi sprendinių. Kai a= + V2, 55 pav. | 
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gauname apskritimo liestines, t.y. sistema turi 
tik vieną (dvilypį) sprendinį. Kai — V2<a< 
< V2. tiesė kerta apskritimą, t. y. lygčių sis- 
tema turi du sprendinius. Kitų atvejų negali 
būti. 


10. Kitos koordinačių sistemos 


Be ortogonaliosios Dekarto koordinačių sistemos 
plokštumoje vartojamos ir kitos koordinačių sistemos. 
56 paveiksle pavaizduota pražulnioji Dekarto koordi- 
načių sistema. Kaip apibrėžiamos taško koordinatės 
toje sistemoje, matyti iš paveikslo. Kartais koordinačių 
ašyse tenka pasirinkti skirtingus mastelio vienetus. 

Yra koordinačių, kurios iš esmės skiriasi nuo De- 
karto koordinačių. Tokių koordinačių pavyzdys — 
polinės koordinatės, kurias jau esame minėję. 

Plokštumoje nubrėžiama skaičių ašis (57 pav.). 
Tos ašies koordinačių pradžia (taškas O) vadinama 
poliumi, o pati ašis — polinė ašimi. Nusakant taško M 
padėtį, užtenka nurodyti du skaičius: p — polinį spindu- 
li (taško atstumą nuo poliaus) ir ọ — polinį kampą* 
(polinės ašies posūkio iki spindulio OM kampą). Pateik- 
tajame paveiksle polinis spindulys p=3,5, o polinis 
kampas ọ lygus 225“, arba** 5rj4. 

Vadinasi, polinėje koordinačių sistemoje taško 
vieta plokštumoje nusakoma dviem skaičiais, nurodan- 
čiais kryptį, kurioje yra taškas, ir atstumą iki to taško. 
Pavyzdžiui, norint miške paklydusiam žmogui paaiš- 
kinti, kaip rasti kelią, sakoma: ,„Nuo apdegusios pu- 
šies (polius) pasukite į rytus (kryptis), nueikite du ki- 
lometrus (atstumas) ir rasite sargo namą (taškas)“, 

"Turistas iš karto suvoks, kad ėjimas pagal azimutą 
pagrįstas tuo pačiu principu, kaip ir polinės koordinatės. 

Polinėmis koordinatėmis taip pat galima nusakyti 
įvairias plokštumos taškų aibes. Pavyzdžiui, apskriti- 
mas su centru poliuje bus reiškiamas labai paprasta 
lygtimi (58 pav., a). Jeigu apskritimo spindulys lygus R, 


* p — graikiška raidė, skaitoma „fi“. 

** Kampas ọ polinėje koordinačių sistemoje ma- 
tuojamas ne tik laipsniais, bet ir radianais. Radianas — 
centrinis kampas, besiremiantis į apskritimo lanką, ku- 
rio ilgis lygus 1 apskritimo spinduliui. Pilnasis kampas 
(360“), kuris remiasi į visą apskritimą (spindulys lygus !), 
turi 2x radianų, 180° kampas turi x radianų, statusis 


kampas — = radianų, 45° kampas — = radianų ir t.t. 
Radianas lygus D 511745. Matuoti 


kampą radianais dažnai yra patogiau, negu laipsniais. 


tai visų apskritimo taškų (ir tik to apskritimo taškų) 
polinis spindulys lygus R; todėl to apskritimo lygtis 
yra 

p=R; 


R — koks nors pastovus dydis (tai kartais užrašoma 
šitaip: 9= const). į 
Kokią taškų aibę aprašo lygtis 


ọ=&, 


kai « — koks nors skaičius (pavyzdžiui, 1/2 ar 37/2)? 
Atsakymas aiškus: taškai, kurių polinis kampas ọ yra 
pastovus ir lygus x, sudaro spindulį, išeinantį iš poliaus 
ir su poline ašimi sudarantį kampą «a (58 pav., b). Pavyz- 
džiui, kai «= 1/2, tas spindulys su poline ašimi sudaro 
maždaug 28° kampą“, o kai x=3r/2, spindulys nukreip- 
tas vertikaliai žemyn, t. y. kampas, kurį spindulys su- 
daro su teigiamąja ašies kryptimi, lygus 270“. 
Išnagrinėsime dar du pavyzdžius. Lygtis 


P=9 


aprašo tam tikrą spiralę (59 pav.). Iš tikrųjų, kai ọ=0, 
gauname pọ=0 (polius), o kai ọ didėja, p taip pat didėja. 
Todėl taškas, sukdamasis apie polių (prieš laikrodžio 
rodyklę), tolsta nuo poliaus. 

Kitą spiralę aprašo lygtis 


p=l/ọ 


(60 pav.). Kai ọ mažai skiriasi nuo O, £ yra didelis, o 
kai ọ didėja, p mažėja; kai p reikšmė didelė, p reikšmė 
maža. Todėl, neaprėžtai didėjant p, spiralė ,,„vyniojasi“ 
ant taško O. 

Kreivių lygtis polinėje koordinačių sistemoje dar 
sunkokai suprasite, labiausiai dėl to, kad nesimokėte 
trigonometrijos. Jeigu su ja esate kiek susipažinę, tai 
pamėginkite išsiaiškinti, kokias taškų aibes aprašo šios 
lygtys: 

p=sin ọ, p(cosp+sinę)+ 1=0**. 


Polinė koordinačių sistema kai kada yra patogesnė 
už Dekarto koordinačių sistemą. Štai, pavyzdžiui, kaip 
atrodo kardioidės (žr. 36 pav.) lygtis polinėje koor- 
dinačių sistemoje: 

p= l —~sin ọ. 


* Primename, kad skaičių, reiškiantį koordinatę 9, 
reikia laikyti kampo radianų skaičiumi (žr. išnašą 42 p.). 
[/2 radiano kampas apytiksliai lygus 28“, o 37/2 radia- 
nų kampas tiksliai lygus 270°. 

** Kadangi ọ laikome taško atstumu nuo koordina- 
čių pradžios, tai kreivė egzistuos tik su tokiomis 6 reikš- 
mėmis, kurias atitinka p>0. 


59 pav 


6! pav. 
+2,5 
M S 
Li 
M 
62 pav. 


Jeigu bent kiek žinote trigonometriją, tai iš tos lygties 
žymiai lengviau įsivaizduosite kreivę, negu iš jos lygties 
Dekarto koordinačių sistemoje. Tos gražiosios „gėlelės“, 
pavaizduotos 37 ir 38 paveiksluose, taip pat aprašomos 
paprastomis lygtimis: 


c=sin5ę (37 pav.), 
(—-2)(;—2-| cos 39|)=0 (38 pav.). 


Dar nekalbėjome, ar atitiktis tarp plokštumos taš- 
kų ir polinių koordinačių yra abipus vienareikšmė. Taip 
darėme todėl, kad čia tokio abipusio vienareikšmiškumo 
tiesiog nėra. Iš tikrųjų, jeigu prie kampo » pridėsime 
bet kokį skaičiaus 27 kartotinį (t. y. skaičiaus 360° kar- 
totinį), tai spindulio kryptis nepasikeis. Kitaip sakant, 
taškas su polinėmis koordinatėmis p, p, kai ;>0ir k — 
bet kuris sveikasis skaičius, sutampa su tašku, kurio po- 
linės koordinatės yra p, p+2kķkr (6l pav.). Pateiksime 
dar vieną pavyzdį, kur taip pat nėra atitikties viena- 
reikšmiškumo. 

Įvade sakėme, kad koordinates galima apibrėžti 
kreivėse, ir 1 paragrafe isnagrinėjome koordinates pa- 
prasčiausioje kreivėje — tiesėje. Dabar parodysime, kaip 
galima sugalvoti koordinates dar vienoje kreivėje — ap- 
skritime. Tuo tikslu, kaip ir 1 paragrafe, pasirenkame ko- 
kį nors apskritimo tašką — koordinačių pradžią (62 pa- 
veiksle-— tašką O). Judėjimo apskritimu teigiamąja kryp- 
timi, kaip visada, laikysime sukimąsi prieš laikrodžio 
rodyklę. Mastelio vienetą apskritime taip pat galime pa- 
sirinkti natūraliai: vienetu laikysime to apskritimo 
spindulį. Tada taško M koordinatė apskritime bus 
lanko OM ilgis,. kai iš taško O į tašką M judama 
teigiamąja kryptimi; priešingu atveju koordinatė bus 
lygi lanko OM ilgiui su minuso ženklu. 

Iš karto krinta į akis, kad šios koordinatės iš esmės 
skiriasi nuo tiesės taškų koordinačių: čia nėra abipus 
vienareikšmės atitikties tarp skaičių (koordinačių) ir 
taškų. Aiškų, kiekvieną skaičių atitinka tik vienas ap- 
skritimo taškas. Norint rasti apskritimo tašką, atitin- 
kantį duotąjį skaičių a (t. y. tašką su koordinatę a), 
apskritime reikia atidėti ilgio | a | lanką teigiamąja kryp- 
timi (kai a — teigiamas skaičius) arba neigiamąja kryp- 
timi (kai a — neigiamas skaičius). Tokiu atveju, pavyz- 
džiui, taškas, kurio koordinatė lygi 2r, sutampa su ko- 
ordinačių pradžia. Todėl taškas O gaunamas ir tada, kai 
koordinatė lygi 0, ir tada, kai koordinatė lygi 21. Vadi- 
nasi, atitiktis į kitą pusę nėra vienareikšmė: vieną taš- 


ką atitinka keli skirtingi skaičiai. Lengva pastebėti, 
kad kiekvieną apskritimo tašką atitinka begalinė aibė 
skaičių*. 


$ 3. Erdvės taškų koordinatės 


11. Koordinačių ašys ir plokštumos 


Taško padėtį erdvėje taip pat galima apra- 


šyti ortogonaliosiomis Dekarto koordinatėmis, | 


tik reikia imti jau ne dvi skaičių ašis (kaip plokš- 
tumoje), o tris: x ašį — abscisių ašį, y ašį 
— ordinačių ašį ir z ašį — aplikačių ašį. Tos 
ašys taip išvedamos per vieną tašką — koordi- 
načių pradžią O, kad kiekviena ašis būtų stat- 
mena kitoms dviem ašims. 

Taškas O laikomas visų trijų ašių atskaitos 
pradžia. Ašių kryptys dažniausiai pasirenkamos 
taip, kad teigiamoji x pusašė, ją pasukus 90“ 
kampu prieš laikrodžio rodyklę, kai žiūrima 
iš teigiamosios z pusašės, sutaptų su teigiamąja 
y pusaše (63 pav.) 

Be koordinačių ašių erdvėje patogu nagri- 
nėti koordinačių plokštumas, t. y. plokštumas, 
einančias per dvi kokias nors koordinačių 
ašis. Tokios plokštumos yra trys (64 pav.). 

xy plokštuma (einanti per x Ir y ašis) — 
taškų (x; y; O) aibė, kai x ir y — bet kokie 
skaičiai; 

xz plokštuma (einanti per x ir z ašis) — taš- 
kų (x; 0; z) aibė, kai x ir z — bet kokie skai- 
čiai; 

yz plokštuma (einanti per y ir z ašis) — taš- 
kų (0; y; z) aibė, kai y ir z — bet kokie skai- 
čiai. 

Dabar kiekvienam erdvės taškui M gali- 
ma priskirti tris skaičius x, y ir z, kurie bus to 
taško koordinatės. 


"Galbūt pastebėjote, kad aptartosios apskritimo 
taškų koordinatės sutampa su polinės koordinačių sis- 
temos kampais p, kai ọ reiškiami radianais. Todėl čia 
dar kartą iliustruojamas polinių koordinačių neviena- 
reikšmiškumas. 


63 pav. 


I su 
koordinačių 
plokštumos J 


64 pay. 
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Pirmąjį skaičių x rasime, per tašką M iš- 
vedę plokštumą, lygiagrečią koordinačių plokš- 
tumai yz (išvestoji plokštuma bus statmena 
x ašiai). Tos plokštumos ir x ašies susikirtimo 
taško (taško Mı; 65 pav., a) koordinatė toje 
ašyje bus x. Tas skaičius x — taško M, koordi- 
natė x ašyje — vadinamas taško M abscise. 

Antrąją koordinatę gausime, per tašką 
M išvedę plokštumą, lygiagrečią xz plokštu- 
mai (statmeną y ašiai) ir y ašyje suradę tašką 
M, (65 pav., b). Skaičius y — taško M, koordi- 
natė y ašyje — vadinamas taško M ordinate. 

Panašiai per tašką M išvedę plokštumą, 
lygiagrečią xy plokštumai (statmeną z ašiai), 
rasime skaičių z — taško M, koordinatę z 
ašyje (65 pav., c). Tas skaičius z vadinamas 
taško M aplikate. 

Vadinasi, kiekvienam erdvės taškui prisky- 
rėme tam tikrą skaičių trejetą — jo koordina- 
tes: abscisę, ordinatę ir aplikatę. 

Atvirkščiai, kiekvienam skaičių, surašytų 
atitinkama eile (pirma x, paskui y, po to z2), 
trejetui galima priskirti erdvės tašką M. Tam 
reikalui ką tik minėtus veiksmus reikia atlik- 
ti atvirkščia tvarka: ašyse pažymėti taškus 
Mı, M, ir M,, kurių koordinatės tose ašyse ati- 
tinkamai lygios x, y ir z, po to per tuos taškus 
išvesti plokštumas, lygiagrečias koordinačių 
plokštumoms. Tų trijų plokštumų susikirtimo 
taškas ir bus i1eškomasis taškas M. Savaime aiš- 
ku, skaičiai x, y ir z bus to taško koordinatės. 

Vadinasi, nustatėme abipus vienareikšmę 
atitiktį* tarp erdvės taškų ir sutvarkytų skai- 
čių trejetų (tų taškų koordinačių). 

Suvokti erdvines koordinates bus sunkiau, 
negu koordinates plokštumoje: tiriant erdvi- 
nes koordinates, reikia šiek tiek Žinoti erdvės 
geometriją — stereometriją. Erdvinėms koor- 
dinatėms suprasti reikalingos žinios, kurias 
lengvai suprasite dėl jų paprastumo ir vaizdu- 


* Abipus vienareikšmės atitikties apibrėžimas pa- 
teiktas 8 puslapyje. 


mo, stereometrijos kurse bus šiek tiek 'griež- 
čiau pagrįstos. 

Stereometrijoje bus galima įrodyti, kad taš- 
kai Mı, M, ir M,, gauti, susikirtus koordinačių 
ašims su plokštumomis, išvestomis per tašką 
M ir lygiagrečiomis koordinačių plokštumoms, 
yra taško M projekcijos koordinačių ašyse, 
t. y. tie taškai yra statmenų, nuleistų iš taško 
M į koordinačių ašis, pagrindai. Todėl erdvi- 
nes koordinates galima apibrėžti kitaip, pana- 
šiai, kaip buvo apibrėžtos taško koordinatės 
plokštumoje. 

Erdvinėmis taško M koordinatėmis vadi- 
namos to taško projekcijų ašyse koordinatės, 
Taško M abscise vadinama taško M, — taš- 
ko M projekcijos x ašyje — koordinatė x (65 
pav., a). Taško M ordinate vadinama taško 
M, — taško M projekcijos y ašyje — koordi- 
natė y (65 pav., b). Taško M aplikate vadinama 
taško M, — taško M projekcijos z ašyje — 
koordinatė z (65 pav., c). 

Galima įrodyti, kad daugelį formulių, 1š- 
vestų, nagrinėjant koordinates plokštumoje, 
užtenka tik truputį pakeisti, pritaikant jas erd- 
vei. 

Pavyzdžiui, atstumas tarp taškų A(x,; y1; Z1) 
ir B(x; Y2} Z2) skaičiuojamas pagal formulę 


p (A, B)= V(x = xa)? + (V, yo) + (Z1 — Za)?. 


(Tos formulės išvedimas labai panašus į analo- 
giškos formulės, pritaikytos plokštumai, iš- 
vedimą. Pamėginkite išvesti patys.) 

Atskiras atvejis: taško A (x; y; z) atstumas 
nuo koordinačių pradžios O (0; 0; 0) reiškia- 
mas formule 


p(0, A)= Vx? +y? + z2, 


11.1. Duoti aštuoni taškai: (1; 1; I), (l; 1; — 1), 
(1; —1; I), (1; —1; —I), (—1; 1; DD, (—1; en, 
(R= D (=i ==). 

1) Kuris iš tų taškų yra toliausiai nuo taško (1; 1; 19? 
Raskite atstumą nuo to taško iki taško (l; 1; I). 

2) Kurie taškai yra arčiausiai taško (1; 1; 1)? Ras- 
kite atstumą nuo tų taškų iki taško (1; 1; 1). 
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67 pav. 


Z - bet koks 


qx- bet koks 


RAA, 


y=b 


2C 


J 


11.2. Nubraižykite kubą. Koordinačių ašis nukreip- 
kite trimis briaunomis, išeinančiomis iš kurios nors 
kubo viršūnės. Mastelio vienetu laikykite kubo briauną. 
Kubo viršūnes pažymėkite raidėmis A, B, C, D, A,, Bis 
Cı, Dı, kaip 66 paveiksle. 

1) Parašykite visų kubo viršūnių koordinates. 

2) Raskite briaunos CC, vidurio koordinates. 

3) Raskite sienos 44,B,B įstrižainių susikirtimo taš- 
ko koordinates. 

11.3. Apskaičiuokite atstumą nuo kubo, aprašyto 
11.2 uždavinyje, viršūnės (0; 0; 0) iki sienos BB,C,C 
įstrižainių susikirtimo taško. 

11.4. Kaip manote, kurie iš taškų A (1; 0; 5), BG; 
0; 1), C(1/3; 3/4; 2/5), D(7/5; 1/2; 3/2), E(2/5; — 1/2; 
0), FL; 1/2; 1/3} yra 11.2 uždavinyje aprašyto kubo vi- 
duje, o kurie — šalia jo? 

11.5. Parašykite sąryšius, kuriuos tenkina koordi- 
natės taškų, esančių 11.2 uždavinyje aprašyto kubo vi- 
duje arba jo sienose, 

Atsakymas. Taškų, esančių nagrinėjamojo kubo 
viduje arba jo sienose, koordinatės gali įgyti skaitines 
reikšmes nuo nulio iki vieneto imtinai, t. y. tenkina šias 
nelygybės: 

0<x<!, O0sy<!, 0<z<1. 


12. Figūrų nusakymas erdvėje 


Naudojantis koordinatėmis erdvėje, kaip ir 
plokštumoje, galima nusakyti skaičiais ir skai- 
čių sąryšiais ne tik taškus, bet ir linijas, pavir- 
šius bei kitas taškų aibes. Pažiūrėkime, pavyz- 
džiui, kokią taškų aibę gausime, kai pateiksime 
tik dvi koordinates, o trečiąją laikysime lais- 
va. Sąlygos 

Xx=a, y= b, 


kai a ir b — duoti skaičiai (pavyzdžiui, a=5, 
b=4), erdvėje nusako tiesę, lygiagrečią z ašiai 
(67 pav.). Visi tos tiesės taškai turi vienodą 
abscisę ir vienodą ordinatę. Koordinatė z gali 
įgyti bet kokias reikšmes. 

Panašiai sąlygos 


y=b, z=c 


nusako tiesę, lygiagrečią x ašiai (68 pav.), o 


sąlygos 
z=¢, x=4 


— tiesę, lygiagrečią y ašiai (69 pav.). 


Pažiūrėkime, kokią taškų aibę gausime, kai 
Pateiksime tik vieną koordinatę, pavyzdžiui, 


z=l. 


Atsakymas aiškus iš 70 paveikslo: tai plokš- 
tuma, lygiagreti koordinačių plokštumai xy 
(t. y. plokštumai, einančiai per x ašį ir per y 
ašį); ta plokštuma yra per 1 vienetą nutolusi nuo 
xy plokštumos teigiamosios z pusašės kryptimi. 

Išnagrinėsime dar kelis pavyzdžius, iš kurių 
bus matyti, kaip lygtimis ir kitokiais koordi- 
načių sąryšiais galima aprašyti įvairias aibes 
erdvėje. 

l. Ištirsime lygtį 


x? +y +z E= Ri. (10) 


Kadangi taško (x; y; z) atstumas nuo koor- 
dinačių pradžios lygus |/x*4-y2423, tai, (10) 
lygtį tiriant geometriškai, matyti, kad taško su 
koordinatėmis (x; y; z), tenkinančiomis tą 
lygtį, atstumas nuo koordinačių pradžios ly- 
gus R. Vadinasi, visų taškų, tenkinančių (10) 
lygtį, aibė yra rutulio paviršius — sfera, kurios 
centras — koordinačių pradžia, o spindulys 
lygus R. 

2. Išnagrinėsime, kokią aibę sudaro taškai, 
kurių koordinatės tenkina nelygybę 


XH+]. 


Kadangi ta nelygybė reiškia, kad taško 
(x; y; z) atstumas nuo koordinačių pradžios 
mažesnis už vienetą, tai ieškomąją taškų aibę 
sudaro visi taškai, esantys viduje rutulio, kurio 
centras — koordinačių pradžia, o spindulys 
lygus vienetui. 

3. Kokia taškų aibė aprašoma lygtimi 


k+ y= 12 (11) 


Iš pradžių nagrinėsime tik plokštumos xy 
taškus, tenkinančius tą lygtį, t. y. taškus, ku- 
rių z=0. Tada (11) lygtis, kaip anksčiau (p. 27) 
įsitikinome, aprašo apskritimą su centru koor- 


dinačių pradžioje ir spinduliu, lygiu 1. To aps- 
kritimo kiekvieno taško koordinatė z lygi nu- 
liui, o koordinatės x ir y tenkina (11) lygtį. 
Pavyzdžiui, taškas 


aliz) P (315; 4/5; 0) 


tenkina tą lygtį (71 pav.). Tačiau, žinodami tą 
~a y vieną tašką, iš karto galime rasti daug kitų 

B "taškų, tenkinančių tą pačią lygtį. Iš tikrų- 
jų, kadangi (11) lygtyje kintamasis z nepara- 
šytas, tai ir taškas (3/5; 4/5; 10) tenkina tą 
lygtį, ir taškas (3/5; 4/5; —5), ir apskritai 
visi taškai 


Q (3/5; 4/5; 2), 


imant bet kokią koordinatės z reikšmę. Visi 
tie taškai sudaro tiesę, einančią per tašką 
(3/5; 4/5; 0) ir lygiagrečią z ašiai. 

Tokiu pat būdu iš kiekvieno taško 


(x*; y*; 0), 


priklausančio minėtajam xy plokštumos apskri- 
timui, galime gauti daug taškų, tenkinančių 
(11) lygtį. Tam reikalui per tą apskritimo taš- 
ką nubrėžiame tiesę, lygiagrečią z ašiai. Visų tos 
tiesės taškų koordinatės x ir y yra tokios pat, 
kaip ir apskritimo taško, o z gali būti bet koks 
skaičius, t. y. tie taškai yra šitokie: 


(x*; y*; Z). 


Kadangi kintamasis z (11) lygtyje neparašytas, 
o skaičiai (x*; y*; 0) tenkina tą lygtį, tai skai- 
čiai (x*; y*; z) taip pat tenkina (11) lygtį. Aiš- 
ku, taip n rasti visus taškus, tenkinančius 
(11) lygt 

vaad (11) lygtimi aprašyta taškų aibė 
gaunama šitaip: xy plokštumoje nubrėžiame 
apskritimą, kurio centras — koordinačių pra- 
džia, o spindulys lygus 1, ir per kiekvieną to 
apskritimo tašką išvedame tiesę, lygiagrečią 
z ašiai. Gauname vadinamąjį ritininį paviršių 
(71 pav.). 


4. Jau pastebėjome, kad viena lygtimi erd- 
vėje, apskritai kalbant, aprašomas koks nors 
paviršius. Tačiau ne visada taip yra. 

Pavyzdžiui, lygtį x*4+-y*=0 tenkina tik tie- 
sės — z ašies — taškai: iš lygties matyti, kad 
xir ylygūs nuliui, o visi taškai, kurių šios koor- 
dinatės lygios nuliui, sudaro z ašį. 

Lygtis x*+y*+z2=0 aprašo tašką (koordi- 
načių pradžią), o lygtį x?4+y*4+2ž= — |l atitin- 
ka tuščia aibė. 

b. Ką gausime, išnagrinėję taškus, kurių 
koordinatės tenkina ne vieną lygtį, o lygčių 


sistemą? 
Nagrinėkime, pavyzdžiui, šitokią sistemą: 
XHP HZ E=, 
kų 


Taškai, tenkinantys pirmąją lygtį, sudaro 
rutulio paviršių, kurio centras — koordinačių 
pradžia, o spindulys lygus 2. Taškai, tenkinantys 
antrąją lygtį, sudaro plokštumą, lygiagrečią 
xy plokštumai ir nutolusią nuo jos per 1 vie- 
netą teigiamąja z ašies kyptimi. Taškai, tenki- 
nantys ir pirmąją, ir antrąją lygtį, turi būti 
rutulio paviršiuje 


x y +z =A 


ir plokštumoje 
z=l, 


t. y. turi būti susikirtimo linijoje. Vadinasi? 
aptartoji sistema reiškia apskritimą — rutulio 
paviršiaus ir plokštumos susikirtimo liniją 
(72 pav.). 

Matome, kad kiekviena sistemos lygtis 
aprašo paviršių, o abi lygtys kartu, t. y. jų sis- 
tema, — liniją. 

Klausimas. Kurie iš toliau pateiktų taškų 
yra pirmajame paviršiuje, kurie — antrajame 
ir kurie — tų paviršių susikirtimo linijoje: 


A (V2; VZ; 0), B (V2; V2; 1), C(V2; V2; V2), 
D (1; V3; 0), E(0; V3; I), F(-1; - 2; 1)? 
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6. Kaip nusakyti erdvėje apskritimą, esantį 
xz plokštumoje, kai jo centras — koordinačių 
pradžia, o spindulys lygus 1? 

Lygtis 

x zk=1 


erdvėje apibrėžia, kaip matėte, ritininį paviršių. 
Kad gautume tik aptariamojo apskritimo taš- 
kus, prie tos lygties turime pridėti sąlygą 
y=0, 
tuo iš visų ritininio paviršiaus taškų išskirdami 
8 taškus, esančius xz plokštumoje (73 pav.). Gau- 
į, sime sistemą 


x*+2=1,] 
y=0. f 
12.1. Kokios taškų aibės erdvėje aprašytos šiomis 
lygtimis: 
1) z22=1; 


2) y*4172*=1; 
3) x*1-y*4723=17 


12.2. Duotos trys lygčių sistemos: 


x*+y*1-27= 1, 
y'+2=1; | (1) 
ys |, 
XTY x-0; i (2) 
24 =l, 
7 aa (3) 


Kurios iš tų sistemų apibrėžia tą pačią liniją, o ku- 
rios — skirtingas linijas? 

12.3. Kaip erdvėje apibrėžti kampo x0/y pusiaukam- 
pinę? Kokią taškų aibę erdvėje aprašo viena lygtis x= y? 


„ 


> p a 


II SKYRIUS 
$ 1. Įvadas 


Dabar jau kai ką žinote apie koordinačių 
metodą, todėl galime kalbėtis apie įdomesnius 
dalykus, labiau susijusius su moderniąja mate- 
matika. 


13. Keletas bendrų pastabų 


Algebra ir geometrija, kurias dauguma mo- 
kinių laiko visiškai skirtingais mokslais, iš tik- 
rųjų yra labai artimi. Koordinačių metodu ga- 
lima išdėstyti visą mokyklinį geometrijos kursą 
be brėžinių, naudojantis tik skaičiais ir algebri- 
nėmis operacijomis. Planimetrijos kursas prasi- 
dėtų šitaip: „Skaičių porą (x; y) vadinsime 
tašku...“, Toliau apibrėžtume apskritimą kaip 
aibę, sudarytą iš taškų, tenkinančių lygtį 
(x—a)*+(y—b)2=Rž, Tiese vadintume aibę 
taškų, tenkinančių lygtį ax+by+c=0. Daugelį 
kitų figūrų galėtume apibrėžti lygčių ir nelygy- 
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bių sistemomis. Visos geometrijos teoremos 
tokiu atveju taptų kokiais nors algebriniais 
sąryšiais. 

Algebros ir geometrijos sąryšio atradimas 
iš esmės buvo revoliucija matematikoje. 
Matematika tapo vieningu mokslu, kuriame nėra 
„„kinų sienos“ tarp atskirų šakų. Koordinačių 
metodo kūrėju laikomas prancūzų filosofas 
ir matematikas Renė Dekartas (1596 — 1650). 
Didelio filosofijos traktato, pasirodžiusio 1637 
metais, paskutinėje dalyje Dekartas aprašė 
koordinačių metodą ir jį pritaikė geometrijos 
uždaviniams spręsti. Vystant Dekarto idėjas, 
buvo sukurta ypatinga matematikos šaka, 
dabar vadinama analizine geometrija. 


Pats analizinės geometrijos pavadinimas 
išreiškia pagrindinę tos teorijos idėją. Anali- 
zinė geometrija — matematikos šaka, geomet- 
rijos uždavinius sprendžianti analiziniais (t. y. 
algebriniais) metodais. Nors dabar analizinė 
geometrija jau visiškai išsivysčiusi ir užbaigta 
matematikos šaka, bet idėjos, glūdinčios jos 
esmėje, pagimdė naujas matematikos šakas. 
Atsirado ir vystosi algebrinė geometrija, tirianti 
kreivių ir paviršių, pateiktų algebrinėmis lyg- 
timis, savybes. Šios matematikos šakos jokiu 
būdu negalima laikyti užbaigta. Kaip tik pasta- 
raisiais metais joje gauti nauji fundamentalūs 
rezultatai, smarkiai paveikę ir kitas matematikos 
šakas. 


14. Geometrija padeda skaičiuoti 


Sprendžiant geometrijos uždavinius, labai 
svarbi viena koordinačių metodo pusė — ana- 
lizinis geometrinių sąvokų traktavimas, geomet- 
rinių objektų ir sąryšių reiškimas skaičių kal- 
ba. Tačiau yra ir kita ne mažiau svarbi koordi- 
načių metodo pusė — tai skaičių ir jų sąryšių 
geometrinis traktavimas. Įžymus matematikas 
Hermanas Minkovskis (1864—1909) geometri- 
niais metodais ieškojo lygčių sveikųjų sprendi- 


nių; jo laikotarpio matematikai buvo nuste- 
binti tuo, kad kai kurie skaičių teorijos klausi- 
mai, anksčiau atrodę sunkūs, pasidarė visiškai 
paprasti ir aiškūs, 

Išnagrinėsime vieną labai paprastą pavyzdį, 
iš kurio matyti, kaip geometrija padeda spręsti 
algebros uždavinius. 

Uždavinys. Nagrinėsime nelygybę 


kai n — koks nors sveikasis teigiamas skai- 
čius. Kiek sveikųjų sprendinių (AN) turi ta nely- 
gybė? 

Sprendimas. Kai n reikšmės nedidelės, 
į tą klausimą lengva atsakyti. Pavyzdžiui, kai 
n=0, yra tik vienas sprendinys: x=0, y=0. 
Kai n= 1, prie to sprendinio prisideda dar keturi 
sprendiniai:x=0,y=1;x= 1,y=054=0,x= —1 
ir x= — 1, y=0. Vadinasi, kai n= L, iš viso yra 
penki sprendiniai. 

Kai n=2, be minėtųjų sprendinių, yra dar 
keturi sprendiniai: x=1, y=1; x=—1, y=1; 
x=1, y=—1;x=-—1, y= -—1. Iš viso, kai n=2, 
yra 9 sprendiniai. Tęsdami toliau, galime suda- 
ryti lentelę. 


n 


ofi afs] a | s fio] 20| so [100 
N Lafsf o| o] 13 [erfar] oo a Jar 


Njn - 5|45| 3 3,45 


3,25 4,2 | 3,7 


3,22 | 3,17 


Matome, kad sprendinių skaičius AN didėja, 
kai n didėja, bet atspėti tikslų Ņ kitimo dėsnį 
labai sunku. Žiūrėdami į trečiąją lentelės ei- 
lutę, galime spėti, kad santykis N/n, kai n di- 
dėja, artėja prie kažkokio skaičiaus. 

Interpretuodami geometriškai, parodysime, 
kad iš tikrųjų taip yra ir kad santykis N/n artėja 
prie žinomo skaičiaus 7=3,14159265... 
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Skaičių porą (x; y) laikysime plokštumos 
tašku, kurio abscisė x, o ordinatė y. Nelygybė 
x*+y*<n rodo, kad taškas (x; y) priklauso 
skrituliui K, kurio spindulys lygus Vn, o cent- 
ras — koordinačių pradžia (74 pav. n=31). 
Vadinasi, tiriamoji nelygybė turi tick sveikųjų 
sprendinių, kiek taškų su sveikosiomis koordi- 
natėmis yra skritulio K, viduje arba jo kontūre. 

Aiškinant geometriškai, matyti, kad taškai 
su sveikosiomis koordinatėmis yra „„tolygiai 
pasiskirstę plokštumoje“ ir ploto vienetui ten- 
ka vienas taškas. Todėl aišku, kad sprendinių 
skaičius turi būti apytiksliai lygus skritulio 
plotui. Vadinasi, gauname apytikslę formulę 


T TR. 


Pateiksime trumpą tos formulės išvedimą. Tiesėmis, 
lygiagrečiomis koordinačių ašims, plokštumą dalijame 
į vienetinius kvadratėlius; taškai su sveikosiomis koor- 
dinatėmis yra tų kvadratėlių viršūnės. Sakykime, skri- 
tulio K, viduje yra N taškų su sveikosiomis koordina- 
tėmis. Kiekvienam iš tų taškų priskirkime vienetinį kva- 
dratėlį, kurio dešinioji viršutinė viršūnė yra tas taškas. 
Figūrą, kurią sudaro tie kvadratėliai, pažymėkime A, 
(75 pav.). Savaime aišku, kad figūros A, plotas lygus N 
(tą figūrą sudarančių kvadratėlių skaičiui). 

Figūros An plotą palyginsime su skritulio X, plotu. 
Be skritulio K, nagrinėsime dar du skritulius, kurių 
centras — koordinačių pradžia: spindulio Vn- y2 
skritulį KĄ ir spindulio n + V 2 skritulį K3. Figūra 
A, yra skritulyje K», o jos viduje yra skritulys Ką. 
(Įrodykite tai patys, remdamiesi teorema, kad trikam- 
pio kraštinės ilgis yra mažesnis už kitų dviejų krašti- 
nių ilgių sumą.) Todėl figūros A, plotas yra didesnis už 
„Kritulio K/ plotą ir mažesnis už skritulio K, plotą, t. y. 


"(Vn-V2X<N<x(Vn+V2). 


75 pav. Iš čia gauname minėtąją apytikslę formulę NXrn su 
jos paklaidos įvertinimu: 


| N -rn |< 27 (V2n+ 1). 


Dabar išspręsime analogišką uždavinį su 
trimis kintamaisiais: kiek sveikųjų sprendinių 
turi nelygybė 

x y +z Ln? 


56 


l 


Geometriškai interpretuodami, atsakymą 
gauname labai greitai. Sprendinių skaičius apy- 
tiksliai lygus spindulio Vn rutulio tūriui, t. y. 
nn Vn. Gauti tokį rezultatą grynai algebriš- 
kai būtų labai sunku. 


15. Reikia keturmatės erdvės 


Ką daryti, kai reikia rasti nelygybės su ke- 
turiais kintamaisiais 


xX +y 121 PSN 


sveikųjų sprendinių skaičių? Spręsdami tą už- 
davinį su dviem ir trimis kintamaisiais, rè- 
mėmės geometrine interpretacija. Nelygybės 
su dviem kintamaisiais sprendinį, t. y. skaičių 
porą, laikėme plokštumos tašku; nelygybės su 
trimis kintamaisiais sprendinį, t. y. skaičių 
trejetą, laikėme erdvės tašku. Ar negalima ir 
toliau naudotis tuo metodu? Tada skaičių ket- 
vertą (x; y; z; t) reikia laikyti kokios nors 
erdvės, turinčios keturis matmenis (keturma- 
tės erdvės), tašku. Nelygybę x*+7y*422+1-1ž<n 
tada galėtume laikyti sąlyga, kad taškas (x; y; 
z; t) yra viduje keturmačio rutulio, kurio cent- 
ras — koordinačių pradžia, o spindulys lygus 
Vn. Toliau reikėtų keturmatę erdvę padalyti į 
keturmačius kubelius. Pagaliau turėtume ap- 
skaičiuoti keturmačio rutulio tūrį*. Kitaip sa- 
kant, reikia pradėti vystyti keturmatės erdvės 
geometriją. 

Šioje knygelėje keturmatės erdvės geometri- 
jos neaiškinsime. Tik truputį praversime duris į 
keturmatę erdvę ir susipažinsime su papras- 
čiausia jos figūra — keturmačiuų kubu. 


*Mūsų leidiniuose neišvesime formulės keturmačio 
rutulio tūriui skaičiuoti. Vis dėlto čia tą formulę pa- 
4 


teiksime. Keturmačio rutulio tūris lygus = „ Pa- 


lyginimui pasakysime, kad penkiamačio rutulio tūris 


8r? RS vešiamači r? R° i ži 16r? R? 
r5 — „šešiamačio ——, septynmačio —gE— · 


lygus 
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Be abejo kyla klausimas: ar įmanoma rim- 
tai kalbėti apie tą įsivaizduojamą keturmatę 
erdvę, ar galima kurti tos erdvės geometriją 
analogiškai paprastajai geometrijai, kuo ketur- 
matė geometrija panaši į trimatę ir kuo jos ski- 
riasi viena nuo kitos? Išnagrinėję tuos klausi- 
mus, matematikai gavo šitokį atsakymą. 

Taip, tokią geometriją galima vystyti, ji 
daug kuo panaši į paprastąją. Be to, paprastoji 
geometrija yra jos sudėtinė dalis, kaip stereo- 
metrijos (erdvės geometrijos) atskiras atvejis yra 
planimetrija. Tačiau savaime aišku, keturmatės 
erdvės geometrija daug kuo iš esmės skirsis nuo 
paprastosios geometrijos. Apie tas keturmačio 
pasaulio ypatybes viename apsakyme labai įdo- 
miai papasakojo rašytojas fantastas Herbertas 
Velsas. 


Tuojau pamatysime, kad tos ypatybės labai 
panašios į trimatės erdvės ypatybes, skiriančias 
trimatės erdvės geometriją nuo dvimatės plokš- 
tumos geometrijos. 


16. Keturmatės erdvės ypatybės 


Plokštumoje nubraižykite skritulį ir įsivaiz- 
duokite, kad esate dvimačio pasaulio būtybė, 
galinti judėti tik plokštumoje. (Jūs net nežino- 
te, kad erdvė egzistuoja, ir negalite jos įsivaiz- 
duoti.) Skritulio kontūras — apskritimas — 
bus neįveikiama kliūtis: negalėsite išeiti iš skri- 
tulio, nes apskritimas visur užkirs Jums kelią 
(76 pav., a). 

Dabar įsivaizduokite, kad ta plokštuma su 
joje nubrėžtu skrituliu yra trimatėje erdvėje ir 
Jūs supratote, kad egzistuoja trečiasis matmuo. 


- Dabar jau lengvai išeisite iš skritulio, pavyz- 


džiui, tiesiog peržengsite apskritimą (76 pav., b). 

Tarkime, kad Jūs — trimačio pasaulio bū- 
tybė. Jūs esate viduje rutulio, kurio paviršius 
(sfera) yra neįveikiama kliūtis, taigi Jūs negali- 
te išeiti iš to rutulio (76 brėž., c) Tačiau jeigu 
tas rutulys bus keturmatėje erdvėje ir Jūs su- 


voksite, kad egzistuoja ketvirtasis matmuo, 
tai vėl galėsite išeiti iš rutulio be jokio vargo. 

Jokios mistikos čia nėra: trimačio rutulio 
kontūras (sfera) keturmatės erdvės nedalija į 
dalis, nors trimatę erdvę dalija. Tai analogiška 
faktui, kad skritulio kontūras (apskritimas) 
trimatės erdvės nedalija į dvi dalis, nors dalija 
plokštumą, kurioje jis nubrėžtas. 

Dar vienas pavyzdys: aišku, dviejų viena ki- 
tai simetriškų figūrų neįmanoma sutapdinti, 
jeigu jas leidžiama tik stumdyti plokštumoje. 
Tačiau drugelis gali suglausti sparnelius, pa- 
keldamas juos iš horizontaliosios plokštumos į 
vertikaliąją. Panašiai trijų matmenų erdvėje ne- 
įmanoma sutapdinti dviejų viena kitai simetriš- 
kų erdvinių figūrų. Pavyzdžiui, kaip nori su- 
kinėk, bet kairiosios pirštinės nepaversi deši- 
niąja, nors abi jos yra kongruenčios geometri- 
nės figūros. Tuo tarpu keturių matmenų erdvėje 
trimatės viena kitai simetriškas figūras galima 
sutapdinti panašiai, kaip trimatėje erdvėje su- 
tapdinamos plokščiosios simetriškos figūros. 

Todėl nieko nuostabaus, kad minėtojo Vel- 
so apsakymo herojus po kelionės į keturmatę 
erdvę pasijuto išverstas: jo širdis, pavyzdžiui, 
atsidūrė dešinėje pusėje. Taip atsitiko todėl, 
kad, išeidamas į keturmatę erdvę, jis išsivertė į 
išvirkščią pusę (kaip kairioji pirštinė, išversta 
į kitą pusę, pasidaro dešinioji). 


17. Truputis fizikos 


Keturmatė geometrija pasirodė labai nau- 
dinga ir tiesiog nepakeičiama šiuolaikinei fi- 
zikai. Be daugiamatės įsivaizduojamos geomet- 
rijos aparato būtų labai sunku išdėstyti ir pri- 
taikyti tokį svarbų šiuolaikinės fizikos skyrių, 
kaip Alberto Einšteino reliatyvumo teorija. 

Kiekvienas matematikas gali pavydėti Min- 
kovskiui, labai sėkmingai pritaikiusiam geo- 
metriją skaičių teorijai, nes jis sugebėjo ir dar 
kartą pasinaudoti geometriniais samprotavi- 
mais, aiškinant sunkius matematikos klausimus, 
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šį sykį susijusius su reliatyvumo teorija. Relia- 
tyvumo teorija grindžiama neišardomo erdvės 
ir laiko ryšio idėja. Todėl laiko momentą, ku- 
riuo įvyksta koks nors įvykis, natūralu laikyti 
ketvirtąja koordinate ir prijungti prie trijų 
koordinačių, nusakančių erdvės tašką, kuriame 
tas įvykis įvyksta. 

Taip sudaryta keturmatė erdvė vadinama 
Minkovskio erdve. Jos aprašymų dabar prade- 
damas kiekvienas reliatyvumo teorijos kursas. 
Minkovskio nuopelnas yra tas, kad jis visiškai 
supaprastino svarbiausias reliatyvumo teorijos 
formules — Lorenco formules, užrašęs jas spe- 
cialios keturmatės erdvės koordinačių kalba. 

Vadinasi, šiuolaikinei fizikai tiesiog pasi- 
sekė, kad iki reliatyvumo teorijos sukūrimo ma- 
tematikai paruošė patogų, kompaktišką ir 
gražų daugiamatės geometrijos aparatą, kuris 
žymiai palengvina daugelio uždavinių spren- 
dimą. 


S 2. Keturmatė erdvė 


Baigdami šią knygutę, kaip ir Žadėjome, 
papasakosime apie keturmatės erdvės geomet- 
riją. 

Konstruojant tiesės, plokštumos ir trimatės 
erdvės geometriją, galima pasirinkti vieną iš 
dviejų galimybių: arba dėstyti medžiagą, naudo- 
jantis vaizdumo priemonėmis (šis metodas 
būdingas mokykliniam kursui, todėl sunku įsi- 
vaizduoti geometrijos vadovėlį be brėžinių), 
arba, pasitelkus koordinačių metodą, ją dėsty- 
ti grynai analiziškai — pavyzdžiui, planimetri- 
joje plokštumos tašku pavadinti skaičių porą 
(to taško koordinates), o stereometrijoje erdvės 
taškų — skaičių trejetą. 

Įvedę keturmatę erdvę, pirmosios galimybės 
netenkame: negalime betarpiškai naudotis 
geometriniais vaizdiniais, nes mus supantis 
pasaulis yra tik trijų matmenų. Tačiau antrasis 
kelias lieka neužkirstas. Iš tiesų, jei tiesės tašką 


laikome skaičiumi, plokštumos tašką — skai- 


čių pora, o trimatės erdvės tašką — skaičių tre- 
jetu, tai visiškai natūralu kurti keturmatės erd- 
vės geometriją, tos įsivaizduojamos erdvės taš- 
ku laikant skaičių ketvertą. Geometrinėmis 
figūromis toje erdvėje turėsime laikyti įvairias 
jos taškų aibes, kaip darome ir paprastoje geo- 
metrijoje. Pateiksime griežtus apibrėžimus. 


18. Koordinačių ašys ir plokštumos 


Apibrėžimas. Keturmatės erdvės tašku 
vadinamas sutvarkytas* skaičių ketvertas (x; y; 
Zz; t). 

Ką reikia laikyti keturmatės erdvės koordi- 
načių ašimis? Kiek tų ašių yra? 

Kad atsakytume į tą klausimą, laikinai grįž- 
kime į plokštumą ir į trimatę erdvę. 

Koordinačių ašys plokštumoje (t. y. dvima- 
tėje erdvėje) — tai aibės, sudarytos iš taškų, 
kurių viena koordinatė gali turėti bet kokią 
skaitinę reikšmę, o kita lygi nuliui. Pavyzdžiui, 
abscisių ašis yra taškų (x; 0) aibė, kai x — bet 
koks skaičius. Abscisių ašiai priklauso taškai 
(1; 0), (—3; ©, (5/3; 0), o taškas (1/5; 2) jai 
nepriklauso. Ordinačių ašis plokštumoje yra 
taškų (0; y) aibė, kai y — bet koks skaičius. 

Trimatėje erdvėje yra trys koordinačių 
ašys: 

x ašis — taškų (x; 0; 0) aibė, kai x — bet 
koks skaičius; 

y ašis — taškų (0; y; 0) aibė, kai y — bet 
koks skaičius; 

z ašis — taškų (0; 0; z) aibė, kai z — bet 
koks skaičius. 

Keturmatėje erdvėje, sudarytoje iš visų taškų 
(x; y; Zz; t), kai x, y, zir f — bet kokie skaičiai, 
koordinačių ašimis natūralu laikyti aibes tokių 
taškų, kurių viena koordinatė įgyja visas skai- 


*Sakome „sutvarkytas“, nes, skirtingai išdėstę 
tuos pačius ketverto skaičius, gauname skirtingus taš- 
kus: pavyzdžiui, taškas (1; — 2: 3; 8) skiriasi nuo taš- 
ko (3; 1; 8; —2). 
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tines reikšmes, o kitos koordinatės lygios nu- 
liui. Tada aišku, kad keturmatėje erdvėje yra 
keturios koordinačių ašys: 

x ašis — taškų (x; 0; 0; 0) aibė, kai x — 
bet koks skaičius; 

y ašis — taškų (0; y; 0; O) aibė, kai y — bet 
koks skaičius; 

z ašis — taškų (0; 0; z; 0) aibė, kai z — bet 
koks skaičius; 

t ašis — taškų (0; 0; 0; £) aibė, kai + — bet 
koks skaičius. 

Trimatėje erdvėje be koordinačių ašių yra 
dar koordinačių plokštumos. Tai plokštumos, 
einančios per dvi kokias nors koordinačių ašis. 
Pavyzdžiui, yz plokštuma — tai plokštuma, ei- 
nanti per y ašį ir z ašį. 

Trimatėje erdvėje yra trys koordinačių plokš- 
tumos: 

xy plokštuma — taškų (x; y; 0) aibė, kai 
x ir y — bet kokie skaičiai; 

yz plokštuma — taškų (0; y; z) aibė, kai 
y ir z — bet kokie skaičiai; 

xz plokštuma — taškų (x; 0; z) aibė, kai 
x ir z — bet kokie skaičiai. 

Natūralu ir keturmatėje erdvėje koordinačių 
plokštumomis vadinti aibes, sudarytas iš tokių 
taškų, kurių dvi koordinatės įgyja bet kokias 
reikšmes, o kitos dvi lygios nuliui. Pavyzdžiui, 
taškų (x; 0; z; 0) aibę vadinsime keturmatės 
erdvės koordinačių plokštuma xz. Kiek yra 
tokių plokštumų? 

Į tai nesunku atsakyti. Tas plokštumas tie- 
siog išvardysime: 

xy plokštuma — taškų (x; y; 0; 0) aibė; 

xz plokštuma — taškų (x; 0; z; 0) aibė; 

xt plokštuma — taškų (x; 0; 0; £) aibė; 
yz plokštuma — taškų (0; y; z; 0) aibė; 
yt plokštuma — taškų (0; y; 0; £) aibė; 
zt plokštuma — taškų (0; 0; z; t) aibė. 

Kiekvienoje tų plokštumų kintamosios koor- 
dinatės gali įgyti bet kokias skaitines reikšmes, 
įskaitant ir nulį. Pavyzdžiui, taškas (5; 0; 0; 0) 
priklauso ir xy plokštumai, ir xł plokštumai 


(ir dar kokiai?). Lengva suprasti, kad, pavyz- 
džiui, yz plokštuma „,eina“ per y ašį ta prasme, 
kad kiekvienas tos ašies taškas priklauso yz 
plokštumai. Iš tikrųjų bet kuris y ašies taškas, 
t. y. taškas (0; y; 0;0), priklauso aibei, suda- 
rytai iš taškų (0; y; z; 0), t. y. yz plokštumai. 

Klausimas. Kokią aibę sudaro taškai, 
priklausantys ir yz plokštumai, ir xz plokštumai? 

Atsakymas. Ya aibė sudaryta iš visų taškų 
(0; 0; z; O), t. y. ji yra z ašis. 

Vadinasi, keturmatėje erdvėje yra taškų ai- 
bių, panašių į trimatės erdvės koordinačių 
plokštumas. Jų yra šešios. Kiekviena šių aibių 
sudaryta iš taškų, kurių (kaip ir trimatės erdvės 
koordinačių plokštumų taškų) dvi koordinatės 
įgyja bet kokias skaitines reikšmes, o kitos dvi 
lygios nuliui. Kiekviena koordinačių plokštuma 
„eina“ per dvi koordinačių ašis: pavyzdžiui, 
yz plokštuma eina per y ašį ir per z ašį. Kita 
vertus, per kiekvieną ašį eina trys koordina- 
čių plokštumos. Pavyzdžiui, per x ašį eina xy, 
xz ir xt plokštumos. Sakome, kad x ašis yra tų 
trijų plokštumų sankirta. Visos šešios koordina- 
čių plokštumos turi vieną bendrą tašką — 
tai koordinačių pradžia (0; 0; 0; 0). 

Klausimas. Kokia taškų aibė yra plokštumų 
xy ir yz sankirta? Plokštumų xy ir zt sankirta? 

Matome, kad keturmatė erdvė panaši į 
trimatę erdvę. Pamėginsime nubraižyti scheminį 
brėžinį, kuris padės susidaryti tam tikrą ketur- 
matės erdvės koordinačių plokštumų ir ašių 
išdėstymo vaizdinį. 

77 paveiksle koordinačių ašys pavaizduotos 
tiesėmis, nurodytos koordinačių plokštumos; 
viskas atrodo taip pat, kaip ir trimatėje erdvėje, 
pavaizduotoje 64 paveiksle. 

Tačiau keturmatėje erdvėje yra ir kitokių 
taškų aibių, kurias galima vadinti koordinačių 
„„plokštumomis“. To, tiesą sakant, reikėjo 
laukti: tiesėje yra tik koordinačių pradžia; 
plokštumoje yra ir koordinačių pradžia, ir 
koordinačių ašys; trimatėje erdvėje yra ne tik 
koordinačių pradžia ir ašys, bet ir koordinačių 
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Trimatė xyz 


plokštuma 


plokštumos. Natūralu, kad keturmatėje erd- 
vėje atsiranda naujos aibės, kurias vadinsime 
trimatėmis koordinačių plokštumomis. 

Tai aibės, sudarytos iš visų taškų, kurių 
trys kokios nors koordinatės įgyja visas skai- 
tines reikšmes, o ketvirtoji lygi nuliui. Tokia 
yra, pavyzdžiui, taškų (x; Ū; z; £) aibė, kai x, z 
ir tįgyja visas galimas reikšmes. Tą aibę vadinsi- 
me trimate koordinačių plokštuma xzt. Lengva 
suprasti, kad keturmatėje erdvėje yra keturios 
trimatės koordinačių plokštumos: 


xyz plokštuma — taškų (x; y; z; 0) aibė; 
xyt plokštuma — taškų (x; y; 0; £) aibė; 
xzt plokštuma — taškų (x; 0; z; £) aibė; 
yzt plokštuma — taškų (0; y; z; t) aibė. 


Taip pat galima sakyti, kad kiekviena tri- 
matė koordinačių plokštuma „eina“ per koor- 
dinačių pradžią ir per tris koordinačių ašis 
(žodį; „eina“ čia vartojame ta prasme, kad 
koordinačių pradžia ir kiekvienas tų trijų ašių 
taškas priklauso tai plokštumai). Pavyzdžiui, 
trimatė xyt plokštuma eina per ašis x, y ir f. 

Analogiškai galima sakyti, kad kiekviena 
dvimatė koordinačių plokštuma yra dviejų 
trimačių koordinačių plokštumų sankirta. Pa- 
vyzdžiui, xy plokštuma yra trimačių plokštumų 
xyz ir xyt sankirta, t. y. xy plokštumą sudaro 
visi taškai, priklausantys ir vienai, ir kitai aibei. 

Pažvelkite į 78 paveikslą. Jis skiriasi nuo 77 
tuo, kad jame pavaizduota trimatė koordina- 
čių plokštuma xyz. Matyti, kad toje plokštumoje 


y yra x, y ir z ašys, taip pat xy, xz ir yz plokštumos. 


19. Kai kurie uždaviniai 


Dabar pamėginsime išsiaiškinti, kokia pras- 
me galima kalbėti apie atstumą tarp keturma- 
tės erdvės taškų. 

3,6ir 10 skyreliuose įsitikinome, kad, taikant 
koordinačių metodą, atstumą tarp taškų ga- 
lima apibrėžti nesiremiant geometriniais vaiz- 


diniais. Atstumas tarp tiesės taškų Æ (xı) ir 
B (x) apskaičiuojamas pagal formulę | 


e(A, B)=|x;—x;|, 
arba 
o(A, B)= Vim — Xg)”; 


atstumas tarp plokštumos taškų A (x1; y1) ir 
B (x;; Y2) randamas pagal formulę 


p(A, B)= Via — Xa)? + (Y1 — Yo)“, 


oatstumastarptrimatėserdvėstaškų A(x;;7;5 Z1) 
ir B (x2; Y2; Zə) — pagal formulę 


o(A, B)= Vi — X2)? + (y, — Ya)? + (z1 — 25). 


Natūralu panašiai apibrėžti atstumą ir 
keturmatėje erdvėje. 

Apibrėžimas. Atstumu tarp keturmatės 
erdvės taškų A (x1; V1; Z13 f1) ir B (Xx; Ya; Zą3 tə) 
vadinamas skaičius p (A, B), apskaičiuojamas 
pagal formulę 

(A, B)= 


= V(x — x2)? + (Y1 — Y2)? + (Z1 — 22)? + (t1 — ta)”. 


Atskiras šios formulės atvejis: taško A (x; y; 
z; f) atstumas nuo koordinačių pradžios 
O (0; 0; 0; 0) reiškiamas formule 


o (0, A)= VxX2+y +24. 


Remdamiesi tuo apibrėžimu, jau galime 
spręsti kai kuriuos keturmatės erdvės geometri- 
jos uždavinius, visiškai panašius į tuos, kuriuos 
sprendžiate mokykloje. 


19.1. Įrodykite, kad trikampis su viršūnėmis 
A (4:7: —3:5), B(3; 0; —3; Wir C(~1; 7; —3; O) yra 
lygiašonis. 

19.2. Duoti keturi keturmatės erdvės taškai: 
A (1;:1;1:15) B(-1; —1; 1; 1) €C(-1:1; 1; -Dir 
D (l; 1; 1; =i). 

Įrodykite, kad tie keturi taškai vienodai nutolę 
vienas nuo kito. 
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19.3. Sakykime, A, B ir C — keturmatės erdvės 
taškai. Kampą ABC galima apibrėžti šitaip. Kadangi 
mokame apskaičiuoti atstumą keturmatėje erdvėje, tai 
rasime p (4, B), e(B, C) ir p(A, C), t. y. trikampio ABC 
„kraštinių ilgius“. Paskui paprastoje dvimatėje plokš- 
tumoje nubraižysime trikampį ABC", kurio krašti- 
nių A'B', B'C' ir C'A"' ilgiai atitinkamai lygūs p(A, B), 
e(B, C) ir p(A, C). Nubraižytojo trikampio kampo 
A'B'C" didumą vadinsime keturmatės erdvės kampo 
ABC didumu*. 

Įrodykite, kad trikampis su viršūnėmis A(4; 7; 

—3: 5), BG; 0; —3; 1) ir C(l; 3; —2: 0) yra statusis. 

19.4. Imkite taškus A, Bir C iš 19.1 pratimo. Ap- 

skaičiuokite trikampio ABC kampų A, Bir C didumus. 


————— m A „MMM 


1-matis rutulys (atkarpa) 


x'g 1 $ 3. Keturmatis kubas 


-4 O d 20. Sferos ir kubo apibrėžimai 


Dabar aprašysime kał kurias keturmatės 
erdvės figūras. Kaip ir paprastoje geometri- 
joje, geometrine figūra vadinsime bet kokią 
taškų aibę. 

Imkime, pavyzdžiui, sferos apibrėžimą: 
sfera yra aibė taškų, vienodai nutolusių nuo 
kokio nors taško (79 pav.)}. Tuo apibrėžimu 
galime remtis, analogiškai apibrėždami sferą 
keturmatėje erdvėje, nes kas yra taškas ir kas 
yra atstumas tarp taškų, jau Žinome. Mes ir 
laikysimės to apibrėžimo, išreiškę jį skaičių 
3— matis rutulys kalba (kad būtų paprasčiau, sferos centrą 
X+ y’ z? c1 sutapdinsime, kaip ir trimatėje erdvėje, su 
koordinačių pradžia). 

Apibrėžimas. Aibė taškų (x; y; z; £), 
tenkinančių lygtį 


x? +y? +2 + =R, 


2- malis rutulys (skritulys) 
rysi 


Z 


vadinama keturmate sfera, kurios centras — 
koordinačių pradžia, o spindulys lygus R. 


4 - matis rutulys *Kad šis apibrėžimas, kaip sako matematikai, bū- 

uu ie, tų korektiškas (turėtų prasmę, būtų pagrįstas), būtina 

y £ irodyti, kad plokštumoje galima nubrėžti trikampi, 

Mao i] kurio kraštinių ilgiai lygūs p (4, B), o (B, C) ir p (A, C). 

Taigi reikia įsitikinti, kad kiekvienas iš tų skaičių yra 

39 mažesnis už kitų dviejų sumą, t. y. reikia įrodyti gana 
pav sudėtingas nelygybes. 
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Jeigu tiriame ne sferą, o rutulį, tai pateiktąją 
lygybę reikia pakeisti nelygybė 


X++ R. 


Tokia pat pastaba tinka, kalbant ir apie dvi- 
matę bei apie trimatę erdvę. 

Dabar šiek tiek pakalbėsime apie keturmatį 
kubą. Iš pavadinimo aišku, kad ta figūra yra 
paprasto, Jums gerai pažįstamo trimačio kubo 
analogija (80 pav.). Plokštumoje taip pat yra 
figūra, analogiška kubui, — kvadratas. Kad tos 
figūros analogiškos, labai lengva įsitikinti, 
išnagrinėjus analizinius kubo ir kvadrato api- 
brėžimus. 

Kaip jau žinote iš 11.5 pratimo, kubą ga- 
lima apibrėžti šitaip. 

Kubu vadinama aibė taškų (x; y; z), tenki- 
nančių nelygybės 


0<x<!, 
0<y<!, (13) 
0<z<l. 


Šiam „,aritmetiniam“ kubo apibrėžimui 
nereikia jokio brėžinio. Jis visiškai atitinka 
geometrinį kubo apibrėžimą“. 

Kvadratą taip pat galima apibrėžti aritme- 
tiškai. 

Kvadratu xy plokštumoje vadinama aibė 
taškų (x; y), tenkinančių nelygybes: 


0<x<!, | 
0<y<l. 


"*Žinoma, erdvėje yra ir kitokių kubų. Pavyzdžiui, 
aibė taškų apibrėžiamų nelygybėmis — I <x<!,- I =y<, 
—15z<!, taip pat yra kubas. Šio kubo padėtis koor- 
dinačių ašių atžvilgiu labai gera: koordinačių pradžia 
yra jo centras, koordinačių ašys ir koordinačių plokš- 
tumos — jo simetrijos ašys ir simetrijos plokštumos, 
Tačiau mums kaip tik bus patogesnis kubas, apibrė- 
žiamas (13) nelygybėmis. Tą kubą norėdami išskirti iš 
kitų kubų, kartais vadinsime vienetiniu. 


|3- motis kubas | 
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Palyginus tuos du apibrėžimus, lengva su- 
vokti, kad kvadratas iš tikrųjų yra, kaip sako- 
ma, dvimatis kubo analogas. Todėl kartais 
kvadratą vadinsime ,,„dvimačiu kubu“. 

Tų figūrų analogą galima rasti ir vienma- 
tėje erdvėje — tiesėje. Gauname aibę tiesės 
taškų x, tenkinančių nelygybes. 


0<x<1. 


Aišku, ,,vienmatis kubas“ yra atkarpa. 

Tikimės, kad dabar visiškai Natūralus atro- 
dys šitoks apibrėžimas. 

Apibrėžimas. Keturmačiu 2 vadinama 
aibė taškų (x; y; z; f), tenkinančių nelygybes 


0<x<!, 
0<y<!, | 
0<z<!1, f 
0<t<l. 


Nenusiminkite, kad kol kas nepateikėme 
keturmačio kubo paveikslo — tai padarysime 
vėliau (nesistebėkite, kad galima nupiešti ketur- 
matį kubą: juk trimatį kubą taip pat piešiame 
plokščiame popieriaus lape). Pirmiausia reikia 
ištirti to kubo „sandarą“, jo elementus. 


21. Keturmačio kubo sandara 


Išnagrinėkime paeiliui „kubus“, turinčius 
skirtingą matmenų skaičių, t. y. atkarpą, kvad- 
ratą ir paprastą kubą. 

Atkarpa, apibrėžiama dviguba nelygybė 
0<x<!, yra labai paprasta figūra. Apie ją 
galima tik pasakyti, kad jos kontūras yra iš 
dviejų taškų: O ir 1. Kitus atkarpos taškus va- 
dinsime vidiniais. 

Kvadrato kontūrą sudaro keturi taškai 
(viršūnės) ir keturios atkarpos. Vadinasi, kvad- 
rato kontūre yra dviejų rūšių elementai: taš- 
kai ir atkarpos. Trimačio kubo kontūras turi 
trijų rūšių elementus: viršūnes, briaunas (at- 
karpas) ir sienas (kvadratus); iš viso 8 viršūnes, 
12 briaunų ir 6 sienas. 


Iš aptartųjų duomenų sudarysime lentelę, 


Kontūro sandara | 


| 
' 

i | i 

1 ni 

H | | 
1 

f | 


| Figūra „taškų k, S ' kvadratų | 

(viršūnių) |K"AŠtiniŲ.: (sienų) | 

| | skaičius | DIIZUnŲ) | skaičius | 

| | | skaičius | | 

J i | 

| | | 
Atkarpa | 9 | = | z5 
Kvadratas | 4 | 4 |o o= 

Kubas | 8 | 


2 6 | 
| = 
Tą lentelę galima užrašyti trumpiau, susi- 
tarus vietoj figūros pavadinimo rašyti skaičių 
n, lygų atitinkamos figūros matmenų skaičiui: 

atkarpos n= 1, 

kvadrato n=2, 

kubo n=3. 


Vietoj kontūro elemento pavadinimo taip 
pat galima rašyti to elemento matmenų skai- 
čių: 

sienos n= 2, 
briaunos n= l. 


Be to, tašką (viršūnę) patogu laikyti elemen- 
tu, kurio matmenų skaičius lygus nuliui (n =0). 
Tada anksčiau pateiktoji lentelė pasidarys ši- 
tokia: 


| Kubo | — Kontūro matmenų skaičius | 
matmenų 
| skaičius 0 | | | 9 
| 
| 9 E E 
2 4 žo 6 
3 8 12 6 
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Mūsų tikslas — užpildyti ketvirtąją tos len- 
telės eilutę. Todėl dar kartą (bet dabar jau ana- 
liziškai*) peržiūrėsime atkarpos, kvadrato ir 
kubo kontūrus (81 pav.) ir iš analogijos pamė- 
ginsime suvokti, iš ko sudarytas keturmačio 
kubo kontūras. 

Atkarpos 0<x< 1 kontūrą sudaro du taškai 
x=0 ir x=l. 

Kvadrato 0<x<!, O0<y<!1 kontūras turi 
keturias viršūnes: 


x=0, y=0; 
x=0, y=1; 
x=1, y=0; 
xab ysl 


t. y. taškus (0; 0), (0; 1), (1; 0) ir (1; 1). 

Kubas O0<x<!, O<y<!, O<z<! turi 
aštuonias viršūnės. Kiekviena viršūnė yra taš- 
kas (x; y; z), kurio kiekviena koordinatė x, y 
ir z turi arba reikšmę0, arba reikšmę 1. Gauname 
aštuonis taškus: 


(0; 0; 0), (0; 0; 1), (0; 1; 0), (0; 1; I), 
(1; 0; 0), (1; 0; 1), (1; 1; 0) (1; 1; I). 
Keturmačio kubo 

0<x<!, Osys<, 

0<z<!, 0</:<! 


viršūnėmis vadinami taškai (x; y; z; t), kurių 
kiekviena koordinatė x, y, z ir t turi arba reikš- 
mę 0, arba reikšmę |. 

Tokių viršūnių yra 16, nes iš nulių ir vienetų 
galima sudaryti 16 skirtingų ketvertų. Tuo isi- 
tikiname, paėmę trejetus, sudarytus iš trimačio 
kubo viršūnių koordinačių (tokių trejetų yra 
8), ir prie kiekvieno trejeto iš pradžių prijungę 0, 
o paskui 1 (82 pav.) Iš kiekvieno trejeto gauna- 


* T. y. grynai aritmetiškai. 


me du ketvertus, todėl iš viso yra 8-2=16 
ketvertų. 

Taigi suskaičiavome keturmačio kubo vir- 
šūnes. 

Dabar pagalvokime, ką reikėtų vadinti 
keturmačio kubo briauna. Vėl remsimės 
analogija. Kvadrato briaunos (kraštinės) api- 
brėžiamos šitokiais sąryšiais (žr. 83 ir 80 pav.): 


0<x<!, y=0 (briauna AB); 
x=1, 0<y<1 (briauna BC); 
0<x<!, y=1 (briauna CD); 
x=0, 0<y<!1 (briauna DA). 


Kvadrato briaunai būdinga tai, kad visų tos 
briaunos taškų viena kuri nors koordinatė turi 
pastovią reikšmę (0 arba 1), o antroji koordina- 
tė įgyja visas reikšmes nuo 0 iki 1. 

Toliau aptarsime trimačio kubo briaunas. 
Iš 83 paveikslo matyti, kad 


x=0, y=0, 0<z<1 (briauna AA,); 
0<x<!, y=0, z=1 (briauna A,B,); 
x=l, O<y<!, z=1 (briauna B,C,) 


ir t. t. 

Analogiškai apibrėšime ir keturmačio ku- 
bo briauną. 

Apibrėžimas. Keturmačio kubo briauna 
vadinama aibė taškų, kurių visos koordinatės, 
išskyrus vieną, yra pastovios (lygios arba 0, 
arba 1), o ketvirtoji įgyja visas reikšmes nuo 
0 iki 1. 

Briaunų pavyzdžiai: 

1) x=0, y=0, z=1, 0<!:<!; 

2) 0<x<!, y=1, z=0, :=1; 

3) x=1, 0<y<!, z=0, t=0 ir t. t. 

Pamėginkime suskaičiuoti, kiek briaunų turi 
keturmatis kubas, t. y. kiek tokių eilučių ga- 
lima parašyti. Kad nesusipainiotume, jas skai- 
čiuosime tam tikra tvarka. Pirmiausia visas 
briaunas suskirstysime į keturias grupės: pir- 
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mąją grupę sudarys briaunos, kurių koordinatė 
x yra kintama (0<x<1), o y, z ir t įgyja pasto- 
vias reikšmes O ir I visomis galimomis kombina- 
cijomis. Jau žinome, kad iš nulio ir vieneto ga- 
lima sudaryti 8 skirtingus trejetus (prisiminkite, 
kiek viršūnių turi trimatis kubas). Todėl pirmajai 
grupei priklauso 8 briaunos (jų taškai turi kin- 
tamą koordinatę x). Lengva suvokti, kad antra- 
jai grupei priklauso taip pat 8 briaunos (jų taš- 
kų kintama koordinatė yra ne x, bet y). Taigi 
keturmatis kubas iš viso turi 4-8=32 briau- 
nas. 

Dabar jau galima parašyti sąryšius, 
apibrėžiančius kiekvieną briauną, nebijant ku- 
rią nors praleisti. 


Pirmoji grupė: Antroji grupė: 
0<x<! 0<y<l 
TTT | 
| Yy z t x z 5 | 

PEE YN 
| o0 0 | 0 | 0 o | 0 
0 0 | l | 0 0 l 
o0 L 10 | 0 l 0 | 
i 0 I f 1 | bk | 
| į 
| 1 0 0 | | | 
| 1 0 | 1 | 
"I l | 0 
ll l | | 
| 

Trečioji grupė: Ketvirtoji grupė: 

0<z< {is 

| 
| x | y t | Xx | Y Z 
0 0 0 0 0 0 
| () 0 l 0 0 l 
J 
! 


Trimatis kubas be viršūnių ir briaunų dar 
turi sienas. Kiekvienos sienos taškų dvi koordi- 
natės kinta (įgydamos visas reikšmes nuo O iki 
1), o viena koordinatė yra pastovi (lygi O arba 1). 
Pavyzdžiui, siena 4BB,A, (83 pav.) nusakoma 
šitokiais sąryšiais: 


0<x<!, y=0, 0<z<!. 


Analogiškai apibrėšime ir keturmačio kubo 
dvimatę sieną. 

Apibrėžimas. Keturmačio kubo dvimate 
siena* vadinama aibė tokių taškų, kurių dvi 
kurios nors koordinatės gali įgyti visas reikšmes 
nuo Q iki 1, o kitos dvi koordinatės yra pasto- 
vios (lygios arba 0, arba |). 

Sienos pavyzdys: 


x=0, 0<y<!, z=1, O<t<l. 


21.1.Išsiaiškinkite, kiek dvimačių sienų turi ke- 
turmatis kubas, 

Nurodymas. Patariame iš pradžių, nesinaudojant 
paveikslu, o remiantis tik analiziniais (aritmetiniais)? 
apibrėžimais, parašyti visas šešias eilutes sąryšių, api- 
brėžiančių šešias trimačio kubo sienas. 

Atsakymas. Keturmatis kubas turi 24 dvimates 
sienas. 

Dabar jau galime užpildyti ketvirtąją len- 
telės eilutę. 


Kontūro matmenų skaičius | 


Kubo 
matmenų 
skaičius 0 | ] | 2 3 
l | 

l 2 T = 
2 4 E 5 
3 8 2 © 6 | = 
4 16 32 | 24 ? 


l 


*Kodėl prie sienos pavadinimo reikia pridėti žodį 
„dvimatė“, paaiškės vėliau. 
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Matome, kad ta lentelė dar neužbaigta: 
joje nėra dešiniojo apatinio elemento. Reika- 
las tas, kad keturmačiui kubui tikriausiai rei- 
kia pridėti dar vieną stulpelį. Iš tikrųjų atkarpos 
kontūras turėjo tik vienos rūšies elementus — 
viršūnes, kvadrato kontūre atsirado briaunos, 
kubo kontūre atsirado kvadratai — dvimatės 
sienos. Reikia tikėtis, kad keturmatis kubas be 
jau žinomų kontūro elementų turi naujų ele- 
mentų, kurių matmenų skaičius lygus trims. 

Pamėginsime apibrėžti tuos elementus. 


Apibrėžimas. Keturmačio kubo trimate 
siena vadinama aibė taškų, kurių trys koordi- 
natės įgyja visas reikšmes nuo 0 iki 1, o viena 
koordinatė yra pastovi (lygi arba 0, arba 1). 


Lengva suskaičiuoti, kiek trimačių sienų 
turi keturmatis kubas. Jų yra aštuonios, nes 
kiekviena iš keturių koordinačių gali įgyti dvi 
galimas reikšmes: O ir 1; todėl yra 2-4=8 tri- 
matės sienos. 

Dabar pažiūrėkite 84 paveikslą. Jame pa- 
vaizduotas keturmatis kubas. Paveiksle matome 
visas 16 viršūnių, 32 briaunas, 24 dvimates 
sienas (jos pavaizduotos lygiagretainiais), 8 tri- 
mates sienas (jos pavaizduotos gretasieniais). 
Paveiksle aiškiai matyti, kokia briauna kuriai 
sienai priklauso, ir t. t. 


Keturmačio kubo vaizdinį galima susidaryti 
ir kitaip. Įsivaizduokite, kad paprašėme atsiųsti 
paprasto trimačio kubo modelį. Aišku, galite 
pasinaudoti „„trimačiu“ paštu. Bet, siunčiant 
trimatės figūras paštu, reikia ruošti siuntinį, 
o tai sukelia rūpesčių. Todėl geriau daryti ši- 
taip: suklijuoti kubą iš popieriaus, paskui vėl 
ji išardyti ir pasiųsti, kaip matematikai sako, 
kubo išklotinę. Tokia kubo išklotinė pavaizduo- 
ta 85 paveiksle. 

Kadangi paveiksle surašytos viršūnių koor- 
dinatės, tai lengva suvokti, kaip tą išklotinę 
suklijuoti, norint gauti patį kubą. 


21.2. Parašykite sąryšius, apibrėžiančius kiekvieną 
keturmačio kubo trimatę sieną. 


21.3. Galima pagaminti keturmačio kubo iškloti- 
nę. Tai bus tam tikra trimatė figūra, Aišku, ją sudarys 
8 kubeliai. Jeigu pasiseks pagaminti arba įsivaizduoti 
tą išklotinę, nupieškite ją irTpiešinyje parašykite kiek- 
vienos viršūnės koordinates. 


22, Kubo uždaviniai 


Šiek tiek paaiškėjo, kaip sudarytas keturma- 
tis kubas. Dabar pamėginkime įsivaizduoti jo 
matmenis. Kiekvienos keturmačio kubo (kaip 
ir kvadrato arba trimačio kubo) briaunos il- 
gis lygus vienetui (briaunos ilgiu laikome at- 
stumą tarp viršūnių, esančių tos briaunos ga- 
tuose). Ne veltui savo ,„kubus“ pavadinome 
vienetiniais. 


22.1. Apskaičiuokite atstumus tarp kitų kubo vir- 
šūnių, nepriklausančių vienai briaunai. (Tuo tikslu pa- 
sirinkite vieną viršūnę, geriausiai viršūnę (0; 0; 0; 0), 
ir skaičiuokitę atstumus nuo tos viršūnės iki visų 
kitų viršūnių. Formulę atstumui tarp taškų skaičiuoti 
turite, viršūnių koordinates žinote, reikia tik atlikti 
nesudėtingus veiksmus.) 

22.2. Išsprendę 22.1 uždavinį, pamatysite, kad 
visas viršūnes galima suskirstyti į 4 grupes. Pirmosios 
grupės vršūnių atstumas nuo taško (0; 0; 0; 0) lygus I, 
antrosios grupės — V2. trečiosios grupės — V3, 0 
ketvirtosios grupės — / 4 =2. Kiek keturmačio kubo 
viršūnių priklauso kiekvienai grupei? 

22.3. Viršūnės (l; 1; 1; 1) atstumas nuo viršūnės 
(0; 0; 0; 0) yra didžiausias: jis lygus 2. Tą viršūnę va- 
dinsime priešinga viršūnei (0; 0; 0; 0), o jas jungiančią 
atkarpą — pagrindine keturmačio kubo įstrižaine. Ką 
reikėtų vadinti pagrindine įstrižaine, kai kubo matmenų 
skaičius yra mažesnis už 4? Kokio ilgio tų kubų pagrin- 
dinės įstrižainės? 

22.4. Įsivaizduokite, kad trimatis kubas pagamin- 
tas iš vielos ir viršūnėje (0; 0; 0) yra skruzdėlė. Skruzdė- 
lė, norėdama iš vienos viršūnės patekti į kitą viršūnę, 
turi ropoti briaunomis. Keliomis briaunomis reikės 
jai ropoti, norint iš viršūnės (0; 0; 0) patekti į viršūnę 
(1; L; D)? Trimis briaunomis. Todėl viršūnę (l; 1; 1D) 
vadinsime trečios eilės viršūne. Iš viršūnės (0; 0; 0) į 
viršūnę (0; 1; 1!) galima patekti dviem briaunomis. 
Tokią viršūnę vadinsime antros eilės viršūne. Kube yra 
ir pirmos eilės viršūnių; tai viršūnės, į kurias skruzdėlė 
gali nuropoti viena briauna. Tokios viršūnės yra trys: 
(0: 0; 1), (0; 1; O ir (l; 0; 0). Antros eilės kubo 
viršūnės taip pat trys. Parašykite jų koordinates (4a už- 
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3-matio kubo pjūviai 
2- mate plokštuma 


2- mačio kubo pjūviai 
1- mate plokštuma 
87 pav 


davinys). Iš viršūnės (0; 0; 0) į kiekvieną antros eilės 
viršūnę yra du keliai, sudary ti iš dviejų briaunų. Pavyz- 
džiui, į viršūnę (0; 1; 1) gali ma patekti arba per viršūnę 
(0; 0; 1), arba per viršūnę (0; 1; 0). Kiek kelių, sudarytų 
iš trijų briaunų, veda iš viršūnės (0; 0; 0) į priešingą 
viršūnę (4b uždavinys)? 

22.5. Imkite keturmatį kubą su centru koordina- 
čių pradžioje, t. y. aibę taškų, tenkinančių nelygybės 


-|5x<!, —-1xz<!, 
—-1<y<!, -1<r:<l. 


Raskite atstumus nuo viršūnės (1; 1; 1; I) iki visų kitų 
to kubo viršūnių. 

Išvardykite pirmos eilės viršūnes viršūnės (1; 1; 1; I) 
atžvilgiu, t. y. viršūnes, į kurias iš (1; 1; 1; I) galima pa- 
tekti viena briauna. Kurios viršūnės yra antros eilės, 
trečios eilės, ketvirtos eilės? 

22.6. Kalbant apie keturmatį kubą, galima laikyti 
kontroliniu šį klausimą: kiek kelių, sudarytų iš keturių 
briaunų, eina iš keturmačio kubo viršūnės (0; 0; 0; 0) 

į priešingą viršūnę (1; 1; 1; 1)? Kiekvienu atveju suda- 
LE maršrutą, nurodydami iš eilės viršūnes, per ku- 
rias reikia eiti. 

22.7. Perkirtę paprastą trimaiį kubą plokštuma, 
gauname to kubo pjūvį — kokią nors plokščią figūią. 
86 paveiksle pavaizduoti pjūviai, gaunami kubą kertant 
plokštumomis, statmenomis pagrindinei įstrižainei. Tą 
paveikslą galima suprasti ir kitaip: kubas, stumiamas 
per plokštumą, joje iškerta nuosekliai kintančias figū- 
ras. 

Panašiai kvadratas (,„dvimatis kubas“), slinkdamas 
per tiesę („,vienmatę plokštumą“), statmeną pagrindi- 
nei įstrižainei, iš pradžių tiesėje iškerta tašką, kuris pas- 
kui virsta atkarpa; judant kvadratui, atkarpa iš pradžių 
ilgėja (iki kokio ilgio?), paskui vėl susitraukia į tašką 
(87 pav.). 

Analogiškai tarkime, kad keturmatis kubas slenka 
per trimatę erdvę. Tokiu atveju trimatėje erdvėje turi 
atsirasti trimatės figūros — keturmačio kubo pjūviai. 

Aišku, tie pjūviai bus kokie nors briaunainiai, 
Pamėginkite suvokti, kokias figūras gausime, kai ke- 
turmatis kubas slinks per trimatę erdvę, statmeną to 
kubo pagrindinei įstrižainei. 

Nurodymas. Sprendimas gali būti ir negriežtas, 
Mėginkite spręsti šį uždavinį analogiškai trimačiam ir 
dvimačiam atvejui. Paskui mėginkite įrodyti. Tam rei- 
kės tiksliau suformuluoti uždavinį (pavyzdžiui, pagal- 
voti, ką reiškia sakinys: „Trimatė erdvė statmena pa- 
grindinei įstrižainei“). 
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